1. GRUPLAR

Tammm 1.1. G bos olmayan bir kiime ve * , G de bir ikili islem olsun. (G ,*) cebirsel
yapisina agagidaki aksiyomlari sagliyorsa bir grup denir.

1) Vab,ceGigin ax(b*c)=(axb)*c (Birlesme 6zelligi) saglanir.

2) VaeG i¢in a*e=e*a=a olacak sekilde e € G (e ye birim eleman denir) vardir.

3) VaeG igin a*a'=a**a=e olacak sekildle a'eG (a! elemanma a nin tersi
denir) vardir.

Not 1.2.

1) (G,*) grubunun birim elemani tektir. Gergekten kabul edelim ki e ve e’ iki birim
eleman olsun. e birim eleman oldugundan VaeG igin a*e=e*a=aolur. Ozel
olarak a = e’ alinirsa e’ x e = e * ¢’ = e’ bulunur. Ayn1 sekilde e’ bir birim eleman
oldugundan VaeG icin axe’' =e' xa = a dir. Ozel olarak a=¢€ alinirsa e x e’ =
e’ * e = e bulunur. Boylece e’ = e olur.

2) (G,=)grubunun her g eG elemaninin tersi tektir. Kabul edelim ki g nin tersi g, ve
g, olsun. Bu halde g=*g,=g,*g=e ve gx*g,=0,*g=e esitlikleri saglanir.
Baoylece 0.=0, *(g* gz) = (gl *g)* g,=€*0,=0, olur.

Tanmm 1.3. (G, *) bir grup ve Va,beG igin a*b=Db=*a degisme 6zelligi saglaniyorsa
G grubuna degismeli grup veya Abel grubu denir.

Tamm 1.4 (G, *) grubu degismeli degilse bu gruba degismeli olmayan grup denir.



Tamm 1.5. G sonlu bir kiime ise (G, *) grubuna bir sonlu grup, aksi halde sonsuz grup
denir. Ayrica G nin eleman sayisina (G ,*) grubunun mertebesi denir ve |G| ile gosterilir.

Ornekler 1.6.

Iki elemanli bir kiime iizerinde bir grup yapis1 kurmaya calisalim.

1) G ={e,a}, * islemine gore bir grup ve e birim eleman ise G grubunun islem tablosu
asagidaki gibidir. Bir grup islemi icin bir ¢izelge verildiginde, once ¢izelgedeki birim
elemanini listeyecegiz.

* e a
e e a
a a e

Tablodan anlasildig1 gibi bu grup degismelidir.

Simdi li¢ elemanli bir kiime {izerinde bir grup yapis1 kurmaya calisalim.

2) G ={eab }, *islemine gore bir grup ve e birim eleman ise G grubunun islem tablosu
asagidaki gibidir.

* e a b
e e a b
a a b e
b b e a

Tablodan anlasildig1 gibi bu grup degismelidir.



3) G ={e,a,b,c}, * islemine gore bir grup ve e birim eleman ise G grubunun islem tablosu
asagidaki gibi 4 farkh bicimde olusabilir ( izomorfizma farkiyla dérdiincii mertebeden sadece 2
tane grup oldugunu daha sonra gosterecegiz).

a) c)
* e a b c * e a b C
e e a b c e e a b c
a a b c e a a c e b
b b c e a b b e c a
c c e a b c c b a e
b) d)
* e a b C * e a b C
e e a b C e e a b c
a a e c b a a e c b
b b c e a b b c a e
c c b a e c c b e a

b) sikkindaki grup Kleinin 4-lii grubu olarak adlandirilir. Bu grubun 6zelligi her elemanin
karesi birim olan degismeli bir grup olmasidir.

4) Z tam sayilar kiimesi, bilinen toplama islemine gore bir toplamsal gruptur.

5) Rasyonel sayilar kiimesi Q ve R reel sayilar kiimesi, bilinen toplama islemine gore bir

toplamsal gruptur.

6) Q -{0} ve R -{0} kiimeleri, bilinen ¢arpma islemine goére bir degismeli ¢arpimsal
gruptur.

7) G={1, -1} kiimesi, ¢arpma islemine gére mertebesi 2 olan bir degismeli gruptur.
8) G={1,-1, i,—i } kiimesi, carpma islemine gore mertebesi 4 olan bir degismeli gruptur.

9) n bir pozitif tamsay1 ve R reel sayilar kiimesi olsun. Girdileri R i¢inde olan n X n lik
matrisler kiimesini R™" ile gosterelim. Bu halde her n >1 i¢in
GL(n,R) = {4 € R™™: detA # 0} kiimesi, matrislerde ¢arpma islemine gore bir gruptur.
Matrislerde degisme 6zelligi olmadigindan GL(n, R) degismeli olmayan bir gruptur. Bu gruba
n. dereceden Genel Lineer grup denir.



10) Z,={0,1,2,...,n-1} (n=>1)olmak iizere V@b € Z,icin a@®b =a+b islemi
altinda (Z_,®) bir degismeli gruptur. Bu grubun birimi 0 dur.

11) R, reel sayilar kiimesi olmak iizere G = {x € R:x? <1} olsun. Vvx,yeG igin
x*y=(x+Yy)/(@A+xy) ile bir * islemi tanimlansin. (G,*) nin bir degismeli grup oldugunu
gosterelim.
a) [(x+y)/(A+xy)P <l < X*+2xy+Yy? <1+2xy+x°y?
< (1-x%)(1-y?*)>0
Boylece Vx,y € G igin x*y G dir.

b) VX, Y,2eG icin x#(y*xz2)=(X+y+2+Xyz)/ L+ Xy+X2+yz) =(X*y)*Z
oldugundan Vx,y,zeG igin x*(y*Zz)=(x*y)*z dir.

€) x * 0 = 0 * x = x oldugundan 0 birim elemandir.
d)x*(—x) =(—x)*x =0 oldugundan x elemaninin tersi —x dir.

e) VX,yeG igin X*Yy =Yy#*X oldugundan (G,*) bir degismeli gruptur.

12) Asagidaki kiimelerin verilen * islemi altinda bir grup olusturmadigini gosterelim.
a) a*b=max{a,b} islemi altinda (Z",*)
b) axb=min{a,b} ile (Z,*)
c) axb=a+b—ab ile (R, +)

Coziim.

a) Grup degildir. 1, birim eleman fakat 2#a=1 olmasi max{2,a} = 1 olmasmn gerektirir.
Yani 2 nin tersi yoktur.

b) Birim elemani yoktur. e gibi birim elemani olsaydi Vae Z igin a * e = min{a, e} = a ve
boylece a<eolurdu. e, Z nin en biiyiik elemani1 olurdu. Bu ¢eliski olusturur.

¢) 0 birim elemandir. 1*b =0 olmasi 1 = 0 olmasim gerektirdiginden 1 in tersi yoktur.

13) (Gl,*), (Gz, O) iki grup 0|SUI’1 A (al, bl)’ (az, bz) € Gl X GZ lgln
(a1, b1).(az, b;) = (ay * az, byob,)

ile tanimlanan ““ . ““ islemine gore G; X G, gruptur. Bu gruba G, ile G, nin direkt ¢arpim
denir. Simdi grup aksiyomlarinin saglandigini gosterelim.



i) V(ay, b)), (ay by) € Gy X Gy igin (aq, by). (ay, by) = (a; * a, byoby) € Gy X G,
oldugundan kapalilik 6zelligi saglanir.

i) V (ay,by),(az by), (as, bs) € Gy X G, igin
[(ay, by). (az, by)]. (as, b3) = (ag * ay, byoby). (as, bs)
= ((a1 *ay) * dsg, (b10b2)0b3)

(aq,b1).[(az, by). (as, b3)] = (a4, by).(a; * as, by0bs)
= ((ay * (a; * az), byo(b,0bs))
= ((ay * a;) = az, (byoby)obs))
Dolayisiyla [(aq, by). (ay, by)]. (az, bs) = (aq, by).[(ay, by). (as, bs)] olur.

iii) e; ve e, sirasiyla G; ve G, nin birim elemani iseler (e, e;) € G; X G,
de “. islemine gore birimdir. Gergekten, V (a, b) € G, X G, igin
(a,b).(e1,e;) = (a*eq,boey) = (a,b)
(e1,€2).(a,b) = (eq * a,e;0b) = (a,b)
olur.

iv) Gy X G, deki herhangi bir (a, b) elemaninin tersi, a € G, nin “x “ iglemine gore tersi
a~! ve b € G, nin “0 “ islemine gore tersi b~ olmak iizere (a™1, b~ 1) dir.

14)  Herhangi bir n= 2 i¢in Z, nin n ile aralarinda asal olan elemanlarinin olusturdugu
kiimeyi Z,," ile gosterelim. Yani Z," = {k € Z,: (k,n) =1} olsun. Z," kiimesi i¢in ¥ ©
y = xy islemi tanimlansin. (Z,,",© ) bir gruptur. Gergekten,

) VX, ¥y € Z," i¢in (x,n)=(y,n) =1iken (xy,n)=1elde edilir. Ohalde x © y €
Z," dir.

ii) © isleminin Z,," {izerinde birlesme 6zelligine sahip oldugu agiktir.

iii1e Z,"veherke€ Z,"icin1® k=k® 1=k oldugundan 1, (Z,*, ®)

nin birim elemanidir.

iv) k € Z," isek ile n aralarinda asal oldugundan kx + ny = 1 olacak sekilde

x,y € Z vardir. Buradan 71 § = 0 oldugundan k tersinirdir.

Ayrica VX,ye€Z,” icinx Oy =xy =yx =y O X oldugundan (Z," ,®) degismeli bir

gruptur.



15) Q2=1{1,i,j,k,—1, —i,—j, —k} kiimesi iizerinde ¢arpma islemi; i2 =j>=k?=-1,ij=k olarak
tanimlansin. (Q,,.) Grubunun asagidaki islem tablosundan 8 elemanli degismeli olmayan gru
oldugu goriiliir. Bu gruba quaternion grubu denir:

1 |\-1( ¢ |—=i| j |—=J| k |-k
1 1 | =1 i | —=i|j |—j| k |-k
-1 (-1 1 | —=i| i |—=j| J |—-k|k
i I | —-i|-1] 1 k | =k | —j
—i | =i] 1 1 | —-1|-k j | —J
J j | —=j|-k| k |-1]| 1 —i
—Jl=Jj| J k |—-k| 1 |-1]|—-i] i
k k | =k| j |—j|—-i] 1 |—-1|1
k| —-k| k | = | ] i |-t 1 ]|-1

16) Tiim reel kat sayili polinomlarin kiimesini R[x] ile gosterelim. Bu kiimeden alinan iki
polinomun toplamini p(x) + q(x) = (ag + a;x + ayx? + -+ + a,x™) + (by + byx + byx? +
o+ byx™) = (ag + by) + (ay + by)x + (a, + by)x? + -+ + (a, + by)x™ ile tanimlayalim.
Yukaridaki toplama islemiyle birlikte R[x] bir toplamsal gruptur: polinomlarda toplama
islemi birlesme 6zelligine sahiptir. Ayrica bu grubun birim elemant sifir polinomudur ve her
p(x) polinomunun tersi —p(x) dir.

17)H =

1 a ¢
(0 1 b) :a,b,c € ]R} kiimesini gz Oniine alalim. Matrislerde ¢carpma isleminin
0 0 1

1 a c
birlesme 6zelligi oldugunu biliyoruz. H kiimesinden iki keyfi matris alalim: 4 = (0 1 b)
0 0 1

1 d f 1 d+a f+ae+c
veB=(0 1 e 01makiizere,A.B=<0 1 e+b € H olup H nin kapalilik

0 0 1 0 0 1
1 0 O
ozelligine sahip oldugu goriiliir. Ayrical =0 1 0 | birim matris H nin elemani olup
0 0 1

carpma isleminin birim elemanidir. Son olarak H den alman her A matrisi icin A™1 =

1 —a ab-c

(0 1 —b ) € H olup her elemanin tersi vardir. Boylece H matrislerde carpma
0 0 1

islemiyle birlikte bir grup olusturur ve bu gruba Heisenberg grubu denir.



Onerme 1.7. (Kisaltma Ozelligi) (G,*) bir grup ise Vab,ceG i¢in asagidaki ifadeler
saglanir.

i) a*b=a*c= b=c

i) a*c=b*c= a=b

Ispat:

i) axb=a*c= a'*(axb)=a'*(a*c)
= (a"*a)*b=(a " *a)*c
= b=c

ii) a*c=b*c= (a*xc)*c™" =(b*c)*c™
= ax(cxc ) =bx(cxc™)
= axe=Dp=e
= a=b

Tamim 1.8. n > 2 olmak {izere bir pozitif tam say1 ve (G,*) bir grup olsun. a4, a,, ...,a, €
G olmak tizere a; * a, * ... * a, = (aq * ay * ... * a,_1) * a, olarak tammlanur.

Teorem 1.9.(Genel Birlesme Kurali) Bir (G,.) grubunda asagidaki gibi alinan herhangi
birn (> 3) li carpimda asagidaki kural gecerlidir :
(*) ay ...ag.Apqq nay = (@ ..ap)(@pqqay) A<k<n-1).

olur.
Ispat. n =k +1 olsun. Suhalde I > 1 olup (*) esitligini

(**) ay g Qggr o Qe = (@ - ) (Agegy - Aper)
olarak ifade edebiliriz. Simdi Kk y1 sabit tutalim ve ( ** ) esitliginin her [ € N i¢in dogru

oldugunu tiimevarimla gosterelim.
[ =1 i¢in Tanim 1.8 den

aq . Qg Apyq = (Aq - Ag)- Qg1
esitligi vardir.
[>1 veiddial —1 igin dogru olsun. Yani

(k) Ay e Qg Apegy o Aggro1 = (A1 o Q). (Aggy o Apegr-1)

olsun. Tanim 1.8 den

A o ke Qg oo Apti—1- Al = (A1 e A A1 e Apti—1)- Apetl



elde edilir ve boylece (xxx) den

Ay e A Aegy o Aperio1- Ay = [(@g o @) (A o Apgr-1) ] Qi

esitligi elde edilir. Birlesme 6zelliginden

A1 o Qe Apgq e Apegi—1- Apgr = (A1 e G [(Qpeg o Apeg1o1) Aperd]

ve Tanim 1.8 den  (A4q . Qg1—1)- Qer; = Aggq o Agpi—1- A4y 0ldugundan

A1 e Qe Qg oo Apgio1- Apepr = (Ag o Q) (Agq oo Q11 Q)

esitligini ederiz. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Onerme 1.10. G # @ bir kiime ve *, G de bir ikili islem olsun. * islemi, kapalilik ve
birlesme aksiyomlari ile asagidaki aksiyomlar1 saglasin:
A)Va €G, e*xa= aolmak sartiylae € G (sol birim) ve
B) G de alinan herhangi bir a elemani i¢in a’ * a = e olmak sartiyla bir a’ € G ( a nin
sol tersi ) bulunabilsin.
Bu takdirde kapalilik, birlesme, A), B) kosullar1 grup aksiyomlarina denktirler.

Ispat. = isleminin G iizerinde kapalilik ve birlesme aksiyomlarini sagladigin1 kabul edelim.
Ayrica A) ve B) 6zellikleri varsa (G,*) nin bir grup olacagini gosterelim :

a'xa=e (@ *a)*xa’'=e*xa’'=a" =2a" x(axa’)=a’ olur. Suhalde
(a')' € G eleman1 a’ elemaninin sol tersi olmak lizere
a'*s(axa)y=a =>[@) *ad']*[laxad']=(a') *a" =e=>axa =e

elde ederiz. Boylece a’ = a™?1 dir.
Simdi sol birimin, G de * igslemine gore birim oldugunu yani, Va € Gicine *a = a *
e = a esitligini gosterelim :
B)denVa € Gigina' *a = e olacak sekilde a’ € G vardir. Béylece a xe = a * (a’' *a) =
(a*xa')*a =exa elde ederiz.
Tersine, (G, *) bir grup ise A) ve B) 6zellikleri saglanir.

Not 1.11.
(G,*) grubunda = islemi yerine genellikle ““ toplama” (4) veya “capma” (.) isaretleri
kullanilir.

Islem (4) ise, gruba toplamsal grup denir. Bu durumda a = b yerine, a + b yazilr.
Toplamsal grubun etkisiz eleman1 O ile ve bir a € G elemaninin tersi — a ile gosterilir.



Islem (.) ise, gruba carpimsal grup denir. Bu durumda a * b yerine a.b veya ab
yazilir. Carpimsal grubun etkisiz eleman1 1, veya e; (veya sadece e ) ile gosterilir. Bir a €
G nintersia™! ile gosterilir.

Simdi ¢arpimsal bir grupta bir elemanin kuvvetini tanimlayalim.

Tamm 1.12. G bir ¢arpimsal grup ve a € G olsun. n € Z i¢in

a.a.a..a ; n>0ise
ndefa
a = 1; =eg ; n=0
| at.al.al..al ; n<O0ise
k -ndefa

ile tanimlanir.

Onerme 1.13. G bir ¢arpimsal grup ve a, b € G olsun. vm, n € N igin,

i) a™. q" = g™t
”) (am)n — amn
iii) G degismeli bir grup ise (ab)™ = a™b"
Ispat:
i) a™a™ = a™*™ oldugunu, n lizerinden tiimevarim uygulayarak ispatlayalm. n = 1 igin
a™a = a™*! oldugu tamimdan kolayca goriiliir. n igin dogru kabul edip n + 1 icin esitligi
ispatlayalim:
aman+1 — am(ana) — (aman)a = qgMthg = am+n+1

i) m=1 igin (a™?! = a™ = a™? olur. Esitligin n i¢in dogru oldugunu kabul edip n +
1 i¢in esitligi ispatlayalim :

(am)n+1 — (am)n.am = g™ qm = gmntm — gmm+1)

iii) Ispati n  {izerinden tiimevarimla yapalm. n =2 icin birlesme ve degisme
ozelliginden

(ab)? = (ab)(ab) = a(ba)b = a(ab)b = (aa)(bb) = a?b?
elde ederiz. Simdi n = k ig¢in esitligin dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

(ab)* = a*p*

olsun. Son esitlin her iki yanin1 ab ile ¢arparsak

(ab)(ab)¥ = (ab)**t = (ab)(a*b¥)



elde ederiz. Birlesme ve degisme 6zelligini kullanarak,
(ab)¥*1 = a(ba*)b* = a(a*b)b* = (aa”)(bb*) = a**1pk+1

esitligini elde ederiz. Boylece ispati tamamlamis oluruz.

Not 1.14. vm,n € Ni¢in (a™) 1=(a1)™ = a~™ oldugundan Onerme 1.13, Vm,n € Z
icin dogrudur.

Tamm 1.15. (G,+) birgrup ve a, b € G olsun. n € Z igin

( at+a..+a ;n>0ise
~—_——————
ndefa
na = O¢ ;n=0
| (—a) + (—a).....+(-a) ; n < Oise
k -ndefa

ile tanimlanir.

Onerme 1.16. (G,+) birgrup ve a, b € G olsun. Ym,n € Z igin
i)ma+na=(m+n)a
i) m(na) = (mn)a
iii)n(a+b) =na+nb

Ispat. Onerme 1.13 deki ispat teknikleriyle yapabiliriz.
Simdi Analiz derslerinden asina oldugumuz birka¢ grup oérnegiyle bu boliimii bitirelim.

Ornekler 1.17.

1) C = {(ay)n=1: lim a, var} tim yakinsak reel say! dizilerinin kiimesini g6z 6niine alalim. C
n—oo

kiimesinin bir toplamsal grup oldugunu gosterelim:
)] (a,), (by) € C alalim. O halde lim a, = a ve lim b, = b olacak sekilde a,b € R

n—-oo n—-oo

vardir. Boylece Tlli_r)go(an +b,) = 7111—{?0 a, + rlll_rélo b, = a + byani (a,) + (b,) € C
olur. O halde C toplama islemi altinda kapalidir.

i) Her (ay), (bn), (cn) € Cigin ((an) + (by)) + (cn) = (an) + ((bp) + (cn))
oldugu agiktir (Birlesme 6zelligi).

iii) Sifir dizisi yakinsak olup € nin birim elemanidir, ¢iinkii her (a,) € C i¢in (a,) +
(0) = (ay) olur.

iv) (ay) € C alalim. O halde lim a,, = a olacak sekilde bir a € R vardir. Boylece

n—-oo

lim (—a ) = —a yani (—a,) € C olur. Ayrica (—a,) in (ay) dizisinin toplamsal
n—->oo

tersi oldugu agiktir.
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2) [—1,1] kapal1 aralig1 tizerinde siirekli reel degerli tiim fonksiyonlarin kiimesini
C[—1,1] ile gosterelim, yani C[—1,1] = { f:[—1,1] = R: f stirekli }. Bu durumda
(C[—1,1], +) bir gruptur:

)} [—1,1] kapal1 aralig1 lizerinde siirekli iki fonksiyonun toplami da siireklidir
(Kapalilik 6zelligi).

i) Her f,g,h € C[-1,1] igin f + (g + h) = (f + g) + h oldugu agiktir.

iii) Sifir fonksiyonu (Her x € [—1,1] i¢in 0(x) = 0 fonksiyonu) [—1,1] aralig
tizerinde siirekli olup C[—1,1] in birim elemanidir, ¢iinkii her f € C[—1,1] i¢in
f(x)+0(x) = f(x) olur.

iv) f € C[—1,1] alalim. f siirekli oldugundan - f de siirekli olup f in toplamsal
tersidir.

Sorular

1) G bir grup olmak tizere asagidaki esitlikleri gosteriniz.
(@) e € G birim eleman olmak iizere e™1 = e.
(b) a € G olmak iizere (a 1)~ = a.
() Vayay,..,a, €Gicin(a;a,..a,)"t = a;'a;t; ...ait.

2) Asagidaki kiimelerin verilen islem altinda bir grup olup olmadigini belirleyiniz.
() Z tamsayilar kiimesi ve G = {2n:n € Z} olmak tizere (G, +),
(b) R reel sayilar kiimesi ve a.b = a + b + 1 olmak tizere (R, .),

(c) R pozitif reel sayilar kiimesi a * b = Vab olmak iizere (R*, *).
3) R reel sayilar olmak tizere R"={(ay,a,, ..., ay): a4, a,, ..., a, € R} olmak iizere

(al, ap, ..., an) + (bl, bz, ...,bn) = (a1 + bl' a, + bz, v, Ay + bn)
islemi altinda (R™, +) nin bir grup oldugunu gosteriniz.

4) S=R—{-1}vea*xb=a+b+ab olmak iizere (5,*) nin bir grup olup olmadigini
inceleyiniz.

5 G= {a +bVv=5:ab€eQ a+0veyab # O} kiimesi kompleks sayilardaki ¢arpma
islemine gore bir gruptur. Gosteriniz.

6) R reel sayilar olmak iizere (a,b) ER?* =R xR olsun. (x,y) > (x+a,y+b) ile
Top:R?2 > R?  doniisiimiinii tanimlayalim. T(R?) ={T, ,:a,b € R} kiimesinin bileske

islemi altinda bir grup oldugunu gosteriniz.

7) Q rasyonel sayilar kiimesi a * b = % olmak tizere (Q — {0},*) bir grup mudur ?
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8) Asagidaki kiimelerin verilen islem altinda bir grup olup olmadigini belirleyiniz.

(a) Matrislerde toplama islemine gore n X n lik reel matrislerin kiimesi

(b) Matrislerde ¢arpma islemine gére n X n lik reel matrislerin kiimesi

(c) Matrislerde ¢arpma islemine gore n X n lik reel degerli kdsegen matrislerin
kiimesi

9) sL2R) = {(* 2

grup olusturdugunu gosteriniz.

) ra,b,c,d € R,ad — bc = 1} kiimesinin matris ¢arpimina gore bir

10) G = {((1) Tll)n € Z} kiimesinin matris c¢arpimina goére bir grup olusturdugunu

gosteriniz. Ayrica G deki birimden farkli her elemanin mertebesinin sonsuz oldugunu
gorunuz.

11) GL(2,R) grubunda [; i] elemaninin varsa tersini bulunuz.

12) G = {(a, b,3): a,b € Z} kimesinin (a, b, 3) * (c,d,3) = (a + ¢, b + d, 3) ikili iglemi ile
birlikte bir degismeli grup oldugunu gosteriniz.

13) G=ZxZ={(ab):a,be’Z} kiimesinin  (a, b) * (c,d) = (a+c¢,(—1)°b + d)
seklinde tanimlanan * isleme gore bir grup olup olmadigini inceleyiniz.

14) X bos olmayan bir kiime P(X), X in tim alt kiimelerinin ailesi (kuvvet kiimesi) olmak

tizere asagida verilen ikili iglemlere gore P(X) in bir grup olup olmadigini belirleyiniz. Degil
ise neden olmadigini bir 6rnek ile agiklayiniz. 4, B € P(X) olsun.

(QA*B=AUB
(b)AcB=ANB
(c) AAB = (A * B) — (A o B)

15) (G,x) birgrupve a,b € G olsun.a*b=b*a™! vebxa=axb lisea*=b*=c¢
oldugunu gosteriniz.

16) G bir grup olmak iizere Va € G icin a? = e ise, G grubunun degismeli oldugunu
gosteriniz.

17) Bir G grubunda (ab)? = a?b? ise ab = ba oldugunu gosteriniz.

18) (G,*) bir grup ve a, b € G olsun. (a * b)™t = a™1 * b1 olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul
a * b = b * a olmasidir, gosteriniz.
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19) Eleman sayisi ¢ift olan bir grupta, tersi kendisine esit olan birimden farkli bir eleman var
oldugunu ispatlayiniz.

20) Q(vV2) ={a+bV2:a,b€Q} olmakiizere (Q(~v2),+) ve (Q(¥2)—1{0}, .) nin

degismeli grup oldugunu gosteriniz.

21) (G,x) birgrup ve a,b € G olsun. Suhalde, a *x =b ve y*a = b denklemlerinin
G iginde bir tek ¢oziimii oldugunu ispatlayiniz.

22) n=1 olmakiizere {cos™>+isin“>: k =0,1,2,..,n — 1}

(x™ — 1 in kompleks kokleri ) kiimesinin ¢carpim altinda bir grup oldugunu gosteriniz.
23 ) Tam 1000 elemanli abel grubu 6rnegi veriniz.

24) Asagidaki ifadeler dogru/ yanlis midir? Dogru ise ispatlaymiz, yanlis ise nedenini bir
ornekle aciklaymiz.

(a) Bir grupta birden fazla birim eleman bulunabilir.

(b) G sonlu bir grup, a € G olsun. a™ = e olacak sekilde bir n € N vardir.
(c) (G,*) grupise a x x * b = ¢ denklemi G de tek tiirlii ¢6ziime sahiptir.
(d) (G,*) birgrupvea,b,ce Golsun.a*bxc=-eiseb *cx*a = edir.
(e) (G,*) birgrupve a,b € Golsun. (axb) "t =a 1 «p~1 dir.

(f) G grubu iki elemanl ise Abel grubudur.

(9) (G,*) bir grup ve a,b € G olsun. (a * b)? = a? * b? dir.

(h) Bir grupta her lineer denklemin ¢dziimii vardir.
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