2. SIMETRIK GRUPLAR

Sorular ve Coziimleri

1) Asagidaki permiitasyonlart ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yaziniz.

/1234567 /1234567
')(2154673) ")(3125746)
Coziim:

. 1234567y

i) (2154673) = (12)(3567)(4)

i) (1234567

312574 6) = (132)(4576)

2) Asagidaki permiitasyonlart ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yaziniz.
i) (1234)(253) i) (123456)(3456)
Coziim:

) (1234)(253) = (1254)(3)
i) (123456)(3456) = (1235)(46)

3) a=1(137)(2578) € 5,, isea~ ! yi bulunuz.
Coziim :

b = (137) ve ¢ = (2578) olsun. Su halde a = bc ve bdylece a™! = ¢71b~! dir. Sonug
olarak a~! = (8752)(731) dir.

4) a = (1257) ve f = (246) € S, ise afa™! yi bulunuz.
Coziim:

afat = a(246)a™t = (a()a(4)a(6)) = (546).

5) a = (1357) ve B = (248)(136) € Sg ise afa~! yi bulunuz.
Coziim:

afa~t = a(248)(136)a™! = (a()a(®)a(8))(a(Da(3)a(6)) = (248)(356).



6)(12.n—1n)"*=(n n—1..2 1) oldugunu gosteriniz.

Cozim:a=(12..n—1n),f=mn—-1..21)olmak izereaf =(12..n—1n)(nn —
1.20)=)=1vefa=mn—1..21)(12..n—1n) =1 saglandigindan a™ = S dr.

7)a)f =(1234), g = (12)(34) ise fgf ™ yi belirleyiniz.
b)f = (13), g= (132)(24) ise fgf ™ yi belirleyiniz.

Céziim: Onerme: g € Sy, i¢in 6 (iy, iy, ..., ir)o ™t = (0(iy) 0(iy) ... a(iy)) dir.

Yukaridaki 6nermeye gore;

a. fgf t=fA2)BHf T =FADfFDHFCDfH
=(fOf@)(fB) fA)=(23)(41)

b.fgf Tt =f(132)2Hf T =fA32f
=(fDfBG)fR)fH) =(3124)

8) Asagidaki permiitasyonlarin mertebesini bulunuz.

123456)

Coziim: a. Verilen permutasyonu ayrik devirlerin ¢arpimi olarak yazalm: (2 1 54 6 3

(12)(356) dir. Mertebesi ekok(2,3) = 6 dir.

1 2 34 5 6

b. Benzer sekilde, (2 1 34 6 5

) = (12)(56) ve mertebesi ekok(2,2) = 2 olarak bulunur.
9) Her transpozisyonun tersi kendisine esit oldugunu gosteriniz.

Coziim: Herhangi bir transpozisyon (iyi,) icin (i1i,)(iyi;) = I ve (i,i;)(i1i,) = I oldugundan

(i1i) 7" = (iyip) dir.

10) Sy da kag tane 4-1ii devir vardir?

Coziim. Sy da 4-1i bir devir, {1,2, ...,9} kiimesinden 4 tane elemanin segilmesi ile elde edilir.

Siralama olarak (1234)=(2341) oldugundan, dairesel permiitasyon gegerlidir. O halde 4 li

devir sayisi (2) (4 — 1)! olarak bulunur.



11) a = (12)(368)(4578) € 5, un tek veya cift permiitasyon olup olmadigina karar veriniz.

Coziim. a = (12)(38)(36)(48)(47)(45) oldugundan alt1 tane 2-li devirin g¢arpimidir.

Boylece a ¢ift permiitasyondur.

12) a,f € S,, olsun. B cift permiitasyon ise afa ™! de ¢ift, B tek permiitasyon ise afa~! de

tektir. Ispatlayiniz.

Coziim. f = (B4, ..., Bn) bir n-li devir olsun. apa~! = (a(By),..,a(B,)) oldugundan
afa~! de bir n-li devirdir. Su halde B ¢ift permiitasyon ise afa~! de cift, B tek

permiitasyon ise afa~! de tektir.

13) A, kiimesinin elemanlarin1 yaziniz. A, tin eleman sayisini belirleyiniz ve S, grubunun

eleman sayisi ile arasindaki iliskiyi inceleyiniz.
Coziim.A, nin elemanlar1 S, teki elemanlardan ¢ift permiitasyonlarinin kiimesidir.
Ay = {1,(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243), (12)(34), (13)(24), (14)(23)}

Kiimesinden goriildiigii gibi eleman sayisi 12 olup S, grubunun eleman sayisinin yarisidir.

14) S sonlu kiime olmak tizere S den S ye bir fonksiyonun bire-bir olmasi igin gerek yeter

kosulun bu fonksiyonun 6rten olmasidir. Gosteriniz. S sonsuz kiime ise dogru mudur ?

Coziim. S, n elemanl sonlu bir kiime olsun. f:S — S bir 1-1 bir fonksiyon olsun. O halde
f(S) goriinti kiimesinin eleman sayis1 da n dir. f(S) € S oldugundan f(S) = S, yani f bir
orten fonksiyondur.

Tersine, f:S — Sbir orten bir fonksiyon olsun. Eger a,b € S igin a # b iken f(a) = f(b)
olsaydi |f(S)] <n —1 olur ve bu da f nin ortenligi ile gelisirdi. O halde her a # b igin
f(a) # f(b) yani f birebirdir.

S sonsuz kiime ise bu gerektirme dogru degildir. Ornegin f:Z » Z , f(x) = 2x foksiyonu

x?, x>0

1-1 ancak orten degildir. g: R - R, g(x) = {Zx L3y <0



foksiyonu o6rten ancak g(1) = 1 = g(—1) oldugundan 1-1 degildir.

15) Bir dikdortgenin kose noktalari tizeride tanimli biitiin donme ve simetri fonksiyonlarinin

bileske islemine gore grup oldugunu gosteriniz.

Coziim.

7 9 Bir dikdortgenin koselerini yandaki bigimde numaralayalim. Dikdértgenin her

bir simetrisi veya donmesi D, grubunun bir permiitasyonuna karsilik

gelecektir. Bunu asagidaki gibi gorebiliriz:

dg : 07 lik donme (ilk konum) 3 2 . 3 2
!fu =1 4 1 4 1
ey : 90° lik donme (saat yvoniiniin tersine) 3 2 - 2 1
dy = (123 4) 4 1 3 4
0 1807 lik donme 3 2 - 1 4
da = (1 3)(2 4) 4 1 2 3
ds = 270° lik dinme 3 2 . 43
t1 : Yatay eksen etrafinda 180° lik donme > 2 . 11
t = (1 2)(3 4) 4 | 39
ta : Dilgey eksen etrafinda 180° lik dénme 3 2 . 2 3
ty = (1 4)(2 3) 4 1 1 4
ky - 1 - 3 kogegeni etrafinda 180° lik dénme 3 2 . 3 4
ky=(24) 11 2 1
ks 2 - 4 kogegeni etrafinda 180° lik dénme 3 2 1 2
E e
ko = (13) 401 103

Goriildiigii gibi D,, 8 elemandan meydana gelir. Iki eleman arasindaki islem ise

permiitasyonlardaki bileske islemidir. Ornegin,



3 2], [+ 1], [1 2

dlil : —1}’ —1? N dlﬂl = ku,
4 1 3 2 4 3
3 2 d 21 . 3 4

trdy : — — v tudy =k,
4 1 3 4 21

Bu islemler altinda D, grubunun islem tablosu asagidaki gibi elde edilir:

do | di | dy | dy |t | ta | hr | Ke
do || do | dy | da | ds | 8y | T | Ry | ks
{il d 1 Ufﬂ I_'ir__q dﬂ F’u’ o ||!1. 1 f1 ?f*l
dg ﬂ,rg dg, dﬂ. il 1 tg Iy J'Ei]-g k 1
{I'-::: fi;:; I'jfn ﬂf 1 tig L! 1 Af-;g lf-;g ?t1
by ||t | Ry | te | ke | dy | de | ey | dy
fg fg rlﬁjg t 1 .’1?1 dg du 'l.'f_'f, l.’-f]
o | ey | fa | ko | £y | s | dy | do | da
by | o | 0 | ko | B2 | dy | ds | da | dy




