8. HOMOMORFIZMALAR VE iZOMORFIZMALAR

Simdiye kadar bir gruptan diger bir gruba tanimli olan fonksiyonlarla ilgilenmedik.
Bu boéliime asagidaki tanimla baslayalim.

Tanmm 8.1: (G, -) ve (H,*) iki grup ve f:G — H bir fonksiyon olsun. va,beG igin
f(a-b) = f(a)*f(b)ise f ye G den H ye bir homomorfizma denir.

Ornekler 8.2.

1) f:G—>H, VaeG i¢gin f(a)=e, iletanimliise f, G den H ye bir homomorfizmadir.

Bu homomorfizmaya asikar homomorfizma denir.

2) G birgrup ve Va € G i¢in I(a) = a olacak sekilde | birim fonksiyon olsun. Su halde
Va,b € G icin I(ab) =ab =1(a)I(b) oldugundan [:G - G  birim doniisimii

homomorfizmadir.

3) f:Z - Z fonksiyonunu Va € Z i¢in f(a) = 3a ile tanimlansin. Su halde Va,b € Z igin
fla+b)=3(a+b)=3a+3b=f(a)+ f(b) oldugundan f:Z — Z fonksiyonu bir

homomorfizmadir.

4) G bir grup ve a € G olsun. Vk € Z igin f(k) = a* ile f:Z - (a) fonksiyonunu
tammlayalim. V k,m € Z icin f(k + m) = a*¥*™ = aka™ = f(k)f(m) oldugundan f:Z —

(a) fonksiyonu homomorfizmadir. Ayrica, f nin 6rten oldugu agiktir.



5) f:Z-Z,, f(x)=x ile tanimh bir homomorfizmadir. Ger¢ekten, Vx,y € Z igin

f(x+y)=x+y=X+y=f(x)+ f(y) oldugundan f : Z — Z, bir homomorfizmadir.

6 ) R"=R—{0} olmak iizere f:GL(n,R) » R* fonksiyonunu f(A) = det(4) ile
tanimlarsak V A€ GL(n, R)icin f(AB) = det(AB) = det(A)det(B) oldugundan

f:GL(n,R) - R* fonksiyonu bir homomorfizmadir. Ayrica f bir 6rten fonksiyondur.

7) G; ve G, iki grup olmak iizere G = G; X G, grubunu goz Oniine alalim.

m.(91,92) = g1 ile m:G — G, fonksiyonunu

01(g1) = (g1,e) ile a,:G; » G fonksiyonunu
tanimlayalim. Su halde m; Orten homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya G; iizerine
projeksiyon (izdiisiim) denir. g; de bir bire-bir homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya G,
grubunun G igine injeksiyonu (icerme) denir. Benzer sekillerde G, iizerine projeksiyon ve

G, — G injeksiyonu da vardir.

8). f:G—H ve g:H — K ikihomomorfizma geo f :G — K da bir homomorfizmadir.
Cozim. f:G—->H ve g:H-—>K iki homomorfizma olsun. VabeG i¢in

(ge f)(ab) =g(f(ab)) =g(f(a)f (b)) =g(f(a)g(f(0))=(g°f)(@)(gof)(b) oldugundan

go f :G — K da bir homomorfizmadir.

Onerme 8.3. f :G — H bir homomorfizma olsun. Su halde,

1) f(eg)=e,.

i) VaeG icin f(a?)=f(a)™* dir.

iii) VaeG ve Vk € Z icin f(a*) = f(a)* dur.

Ispat:

i) fleg)f(eg) = f(eges) = f(e;) oldugundan H grubunda kisaltma ozelligini kullanirsak
f(e;) =e, elde ederiz.

i) VaeG i¢in f(a)f(a™!) = f(aa™?) = f(eg) = ey oldugundan f(a™)= f(a)™" elde
ederiz.

i) k=0 ise f(a®) = f(eg) = ey = f(e;)? elde ederiz. Eger iii) ifadesi bir k > 0 icin
dogru ise f(a**!) = f(aa®) = f(a)f(a*) = f(a)f(a)* = f(a)*+? olur. Boylece



timevarim dan iii) ifadesi her k > 0 i¢in dogrudur. Simdi k < 0 oldugunu kabul edelim.
Eger m > 0 olmak tizere k = —m olsun. Su halde ii) den

f@) = fl@m = [f@™ ™" = f(a)"
elde ederiz. Sonug olarak Vk € Z igin f(a*) = f(a)* dur.

Sonu¢ 8.4. f:G — H bir grup homomorfizmasi olsun. Eger g € G nin mertebesi sonlu ise
f(g) nin de mertebesi sonludur ve |f(g)l]lg| dir.

Ispat. |g| =n ise g™ = e ve boylece f(g)" = f(g™) = f(eg) = ey dir. Bundan dolay:
lf (@)lIn vebéylece |f(g)lllgl dir.

G ve G; ikigrupolsun. f:G - G; ve g:G — G, fonksiyolarinin esit oldugunu
gostermek i¢in Va € G i¢in f(a) = g(a) oldugunu gostermek yeterlidir. Teorem 8.5 de
f:G = G; ve g:G — G, fonksiyonlar1 homomorfizma olmak iizere G nin bir lirete¢ kiimesi

X olmak tizere Va € X igin f(a) = g(a) ise f = g oldugunu gosterecegiz.

Teorem 85. f:G - G, ve g:G — G; iki homomorfizma ve G = (X) ( Yani G grubu X
kiimesi tarafindan tiretilmis) olsun. Su halde

f=g ©VxeXicinf(x) =gkx)
olmasidir.
Ispat. f = g ise Vx € X icin f(x) = g(x) oldugu agiktir. Simdi Vx € X icin f(x) = g(x)
oldugunu kabul edelim ve a € G olsun. Su halde her 1 <i < nig¢inx; € X ve k € Z; olmak

. ki k k .
tizere a = x;'x,” ...x," olur. Onerme 8.3 den

fl@) = fe)f(x)*2 ... f ) m = g(x) 19 (%) .. ()" = g(a)
elde ederiz. Bu esitlik Va € G i¢in dogru oldugu icin f = g elde ederiz.

Teorem 8.5 den bir f:G — G; homomorfizmasinin tam olarak G nin bir {reteci ile

belirlenebildigini gdrmiis olduk.

Ornek 8.6. Z, grubundan Z, grubuna tiim homomorfizmalar1 bulunuz.

Coziim. Zy, =< 1> ve f: Zs — Z, bir homomorfizma olsun. Herhangi @ € Z, icin
f(a) = af (1) oldugundan f (1) biliniyorsa f yi belirleyebiliriz. [f(1)|||T1] = 6 ve |f(1)||4
tiir. Boylece |f(1)]|2, dolayisiyla f(1) =0 veya f(1) = 2 elde ederiz.



Suhalde f(1)=0= f asikar homomorfizma veya f (T) =2 =>Va€EZ icin f (a)=2a
sonucunu elde ederiz. Boylece Z, grubundan Z, grubuna sadece iki tane homomorfizma

vardir.

Onerme 8.7. f :G — H bir homomorfizma olsun.
) N<G= f(N)<H dir.

i) K<H= f*(K)<G dir.

Ispat: i) f(a),f(b) € f(N)= f(@f(B) ! =f(a)f(b™") =f(ab™) € f(N) dir.
i) Vabef 1K) ise f(a),f(b)€EK ve K<H oldugundan f(a)f(b)!=
f(ab™1) € K dir. Boylece ab™! € K dur.

Onerme 8.8. f :G — H bir homomorfizma olsun.
i) f ortenve N <G ise f(N) < H dur.
i)K<HisefY(K)={g€G:f(g) EK}=<G dir.

Ispat:
i) f orten ve N < G olsun. Onerme 8.7(i) den f(N)<H dir. Simdi f(N) < H oldugunu

ispatlayalim. f orten oldugundan Vh € H igin h = f(g) olacak sekilde g € G oldugunu
biliyoruz. Béylece Vh€H ve Vf(a)€ f(N) icin hf(a)h = f(g)f(a)f(g)~t =
f(gag™) € f(N) dir.

ii) K < H olsun. Onerme 8.7 den f *(K) <G oldugunu biliyoruz. Ayrica,Va e G,vbe f *(K)

icin f(abal)=f(a)f(b)f(a) e K = aba’e f *(K) oldugundan f~1(K) < G dir.

Tanim 8.9 f:G — H bir homomorfizma ise Cekf = {a € G: f(a) = ey} kiimesine f

homomorfizmasi nin ¢ekirdegi denir. Ayrica e; € Cekf oldugundan Cekf # @ olur.

Onerme 8.10. f :G — H bir homomorfizma ise Cekf < G dir.
Ispat. Va,b € Cekf icin f(ab™') = f(a)f(b)™! = eyey! = ey oldugundan ab™* € Gekf
dir. Su halde Cekf < G dir. Simdi Cekf < G oldugunu gosterelim. Vg € G,Va € Cekf



icin  f(gag™) =f@f@f(@ " =f(@euf(@ 7 =f(@)f(@ " =ey oldugundan
Cekf < G olur.

Onerme 8.11. f :G — H homomorfizmasinin 1-1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Cekf =

{ec} olmasidir.

ispat:

=: f, 1-1 olsun. Onerme 8.3 e gore a € Cekf = f(a) = ey = f(e;) = a = e; bulunur.
Buradan Cekf = {e; }dir.

& Cekf = {es}olsun. a,b e G i¢in

f(a)=f(b)= f(a)f(b) ' =e, =>ab™" ccekf = ab™" =e, =>a=b= f, 1-1dir.

Teorem 8.12. ( Eslestirme Teoremi ) G ve G' iki grup ve ¢: G — G’ bir 6rten homomorfizma
olsun. Su halde :
G nin gekirdegini i¢eren alt gruplari ile G' niin alt gruplar1 arasinda birebir esleme vardir
( Benzer sekilde, G nin ¢ekirdegini igeren normal alt gruplari ile G' niin normal alt gruplari
arasinda bire-bir esleme vardir ).
Ispat. L={H:H<Gve Cekf CH} ve M={K: K<G'} olsun. f*:L > M yiher
HelL igin f*(H)={f(h): h€ H} ile tammlayalim. Su halde f*(H) € M dir. f bir
fonksiyon oldugundan f* da bir fonksiyondur. Simdi K€ M alalm. f~1(K) y1 H ile
gosterelim. Cekf € H dir. Gergekten, a € Cekf ise f(a) =e; €K ve bdylece a €
f~Y(K) = H dir. Ayrica, f~1(K) = H < G dir. Bdylece H € L dir. Suhalde f*: L - M bir
orten fonksiyondur.
H,,H, € L olmak tizere f*(Hy) = f*(Hz) olsun. h,; € H,; alalim. Su halde f(h;) =
f(h,) olacak sekilde h, € H, vardir. Boylece f(hlhz_l) = e, ve hyh, ' € Cekf € H, dir.
Buradan h; = (hlhz_l)hz € H, ve boylece H; € H, elde ederiz. Benzer sekilde H, € H;
oldugu gosterilebilir. Buradan H; = H, ve bdylece f*: L - M nin bire-bir oldugu sonucunu
elde ederiz.
Benzer sekilde, G nin ¢ekirdegini igeren normal alt gruplar1 ile G' niin normal alt

gruplar arasinda bire-bir esleme oldugu gosterilebilir.



Sonu¢ 8.13. G bir grup ve N < G olsun. G/N nin herhangi bir H' alt grubu H' = H/N
formundadir. Ayrica, H< G & H/N < G/N dir.

Ispat. (x) = xN ile tanimh ¢:G — G/N dogal homomorfizmasini géz 6niine alalim. Bu
homomorfizma i¢in Ceke = N dir. Teorem 8.12 dan G nin ¢ekirdegini i¢eren alt gruplari ile
G/N nin alt gruplar1 arasinda bire-bir esleme olacak sekilde ¢ yardimiyla tanimlanmis ¢*
fonksiyonu vardir. H < G/N olsun. Su halde NS K ve H = ¢*(K) = {p(x) : x EK} =
K/N olacak sekilde K < G vardir.

H< G H/N < G/N oldugu agiktir.

Ornek 8.14. |a| = 12 olmak iizere G = (a) olsun. Eger K = (a®) ve K; = (a*) ise,
G/K mn alt gruplan (a?)/K , {(a3)/K,K dir. Benzer sekilde G/K; grubunun alt gruplari
(a?)/K, ve K, dir.

Tamim 8.15. a) G birgrupve N < G olsun. Eger N # G ve her N € H olacak sekilde her
H <G i¢cin H = N veya H = G oluyorsa N ye maksimal alt grup denir.

b) Bir G grubunun 6z normal alt grubu yoksa G ye basit grup denir.

Su halde Sonug 8.13 den asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug¢ 8.16. G bir grup ve N de 6z normal alt grubu olsun. Su halde N nin maksimal normal

alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G/N nin basit grup olmasidir.

Teorem 8.17. G bir grup ve K < G olsun.

(a) f(a) = Ka iletanmh f:G - G/K fonksiyonu 6rten homomorfizmadir.

(b) G = (a) devirligrupise G/K grubu da devirlidir(G/K = (Ka) ).

Ispat. (a) f nin 6rten oldugu agiktir. Ayrica V a,b € G igin f(a)f(b) = KaKb = Kab =
f(ab) oldugundan f homomorfizmadir.

(b) G = (a) = {a*: k € Z} olsun. Su halde G/K nm her eleman1 k€ Z olmak iizere Ka”
seklindedir. Boylece (a) daki déniisimden Ka* = f(a*) = f(a)* = (Ka)* oldugundan
G/K = (Ka) elde ederiz.

Not 8.18. Teorem 8.17(a) dan daha genel olarak bir devirli grubun homomorf goriintiisiiniin

de bir devirli grup oldugunu sdyleyebiliriz. Gergekten, G ={a) ve f:G - H ise f(G) =



(f(a)) oldugunu gosterelim : f(a) € f(G) oldugundan (f(a)) € f(G) dir. Tersine, x €
f(G)isex = f(b) olacak sekilde b € G vardir.Fakat b € G = (a) oldugundan b = a*
olacak sekilde k € Z vardir. Boylece, x = f(b) = f(a*) = f(a)* € (f(a)) elde ederiz.

Tamim 8.19. G ve H ikigrupve f:G — H bir fonksiyon olsun. Eger
(i) f bire-bir ve orten,
(it) f homomorfizma
kosullari saglanyorsa f ye G ile H arasinda bir izomorfizma denir. Eger G ve H gruplari

arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denir ve G = H ile gosterilir.

Onerme 8.20. izomorfizma bagintis1 = gruplar icin bir denklik bagintisidir.

Ispat. i) Bir grubun kendisi iizerine birim doniisiimii, bir izomorfizma oldugundan kendisi ile
izomorftur (G = G).

i) Gz H = H =G dir. Gergekten, f :G — H bir izomorfizma olsun. f fonksiyonu 1-1 ve
orten oldugundan f*:H — G de 1-1 ve ortendir. Ayrica, f~! bir homomorfizmadir.
Gergekten, Va,be H icin f*(ab) = f *(f(X)f(y))=f *(f(xy))=xy=f*(@)f *(b) du.

iii) G=zH ve H=K = G=x=K dir. Gergekten,

f:G—>H ve g:H — K grup izomorfizmalariise gf: G — K de 1-1 6rten bir homomorfizma

oldugu agiktir. O halde grup izomorfizmasidir.

Ornekler 8.21

1)2Z = {2k: k € Z} ift sayilarin toplamsal grubu olmak tizere Z = 2Z dir.
Coziim. f(k) = 2k ile tammh f:Z — 2Z fonksiyonun bire-bir ve 6rtendir. Ayrica,
Vk,m € Z i¢in f(k + m) = 2(k+m) = 2k + 2m = f(k) + f(m)
oldugundan f homomorfizmadir. Boylece f izomorfizma oldugundan Z = 2Z dir. Aslinda

bu 6rnege benzer olarak her sifirdan farkli n tam sayisi icin Z = nZ oldugunu gosterebiliriz.



2 ) Bilinen matris ¢arpimi altinda bir grup olan G = {[(1) 711] n e Z} kiimesi, Z toplamsal

grubuna izomorftur.

1 n
0 1

f nin bire-bir ve 6rten oldugu agiktir. Ayrica,

Coziim. Hern € Z igin f(n) = [ ] ile tanimh f: Z — G fonksiyonunu goz oniine alalim.

vm,n € Z i¢in f(m+n) = (1) m-ll-n]:[cl) T [é Tll]=f(m)f(n)

oldugundan f bir homomorfizmadir. Boylece f bir izomorfizmadir ve G = Z dir.

3) Reel sayilarin toplamsal grubu R ile R* ¢arpimsal grubu izomorftur.

Coziim. f(r) =e” ile f:R - R* fonksiyonunu tanimlayalim.

f bire-bir:vr,s e R i¢in f(r) = f(s) > e" =e* =>r =In(e") = In(e’) =s dir.
forten:t €RT =t >0=In(t) € R= f(In(t)) = e™® =¢ dir.

f homomorfizma:Vvr,s € R i¢in f(r+s) =e"™ =e"e* = f(r)f(s) dir.

Boylece f izomorfizma dir ve R = R* dur.

4 ) Reel sayilarin toplamsal grubu R ve f(r) =2r+1 ile f:R—> R fonksiyonunu
tanimlayalim. f nin bire-bir ve 6rten oldugu agiktir. Ancak f(1+1) =5 ve f(1) + f(1) =

6 oldugundan f izomorfizma degildir.

5) Q toplamsal rasyonel sayilar grubu ile Q* ¢arpimsal grubu izomorf degildir.

Coziim. f:Q — Q" fonksiyonu bir izomorfizma olsun. Béylece f izomorfizma oldugundan

f(q) =2 olacak sekilde g € Q vardir. Simdi f Gq) =a oldugunu kabul edelim. f

homomorfizma oldugundan a? = f G q)f G q) =f Gq + %q) = f(q) =2 olur. Fakat

a? = 2 olacak sekilde rasyonel say1 olmadigindan bu bir celiskidir. Boylece f izomorfizma

olamaz.

6) Her sonsuz devirli grup Z ile izomorftur.

Coziim. G = (x) bir sonsuz devirli grup olmak tizere, f(n)=x" ile tammlanan f:Z — G
fonksiyonunu diigiinelim. Bu tanimladigimiz f fonksiyonu bir izomorfizmadir. Gergekten,

f 1-1dir: Va,b € Z i¢in f(a) = f(b)=>x%* =x? > a = b.

f ortendir : V x™ € G igin f(n) = x™ olacak sekilde n € Z bulunabilir.



f homomorfizmadir : Vn,m € Z i¢in f(n+m)=x"" =x"x" = f(n) f(m) dir.

Sonug olarak Z = G =< x > bulunur.

7) Mertebesi n olan her devirli grup (Z, , +) ile izomorftur.
¢éziim. G = (a)ve o(G)=n olsun. f : G - Z, fonksiyonunu f(a’) =i ile tammlayalim.
f 1-1dir: f(a)=f(a/)ei=j onl(i-j))ead=ecd=ad
f ortendir : G ve Z,, nin mertebesi ayni oldugundan f Ortendir.
f homomorfizmadir: f(a'a/) = f(a" ) =i+j=1i+j = f(a')+ f(a’) olur.
Boylece G = Z,, dir.

8) Eger G ve H mertebeleri n olan iki devirli grup iseler 7) den G = Z,, ve H = Z, ve
boylece Onerme 8.20den G = H dur.

9) G devirli grubunun mertebesi (m,n) = 1 olmak iizere mn olsun. Suhalde H ve K, sirasiyla
G grubunun mertebesi m ve n alt gruplari iseler G = HK = H X K dur.

Coziim. G devirli grup oldugundan mertebesi m olan tek bir H alt grubu ve mertebesi n olan
tek bir K alt grubu vardir. Langrange teoreminden H N K = {e} ve boylece |HK| = |H||K| =
mn bir. Boylece G = HK = H X K olur.

10)(m,n) =1 ise Z,, X Zp & Zp,y, dir.
Coziim. Z,, ve Z, swrasiyla m. ve n. mertebeden devirli gruplardir. Ayrica, (m,n) =1
oldugundan Z,, X Z,, mertebesi mn olan devirli gruptur. Boylece mertebesi mn olan devirli

gruplar izomorf oldugundan Z,, X Z,, = Z,,,, dir.

Ornek 8.22. G ve H ikidevirligrupve |G| =9, |H| =3 olsun. G ve H x H gruplarinin
ikisinin de mertebesi 9 olmasina ragmen izomorf olmadigini gosteriniz.

Coziim. G =(a) ise a®> #edir. FakatVx € HX H icin x3 =e dir. Eger G = H X H
olsaydi bu sonucu elde edemezdik. Yani iki grupta yukarida buldugumuz farkli 6zellik

olusmazdi.



Ornek 8.22 den izomorfizmalarin ¢ok dnemli bir 6zelligini elde edebiliriz. Bu 6zellik
de izomorfizmalarm gruplarm cebirsel dzelliklerini korumasidir. Ornek 8.20 de Vx € H X H
icin x3 = e olmas1 bir cebirsel 6zelliktir. Bdylece H X H  grubuna izomorf olan diger
gruplarda da ayn1 6zellik olmalidir. Fakat G grubunda bu 6zellik yoktur. Boylece G ve H X H
gruplar1 izomorf olamaz. Herhangi iki grubun izomorf olmadigini cebirsel 6zelliklerine bakarak

sOyleyebiliriz. Asagida bir G grubunun bazi cebirsel 6zelliklerini listeliyoruz :

(1) G nin mertebesi n dir.

(2) G sonlu gruptur.

(3) G degismeli gruptur.

(4) G devirli gruptur.

(5) G grubunun mertebesi n olan eleman1 yoktur.

(6) G nin mertebesi n olantam m tane eleman vardir.
Bu listeye daha bir cok 6rnek eklenebilir. Bu konuyu asagidaki teoremle 6zetleyebiliriz.
Teorem 8.23. G ve H izomorf gruplar iseler G ve H nin cebirsel 6zellikleri aynidir.

Boylece G degismeli grup ve G = H ise H grubu da degismelidir. Benzer sekilde, G devirli
grup ve G = H ise H grubu da devirlidir.

Ornek 8.24. (Q,+) grubu (%, +) grubuna izomorf degildir.

ispat. (Q,+) grubunda sifirdan farkli her elemanin mertebesi sonsuzdur. Oysa bu cebirsel
ozellik (%, +) grubunda saglanmaz. Her %+ Z € % icin, b (% + Z) =a+Z=17
oldugundan % grubunda her elemanin mertebesi sonludur. Su halde (Q,+)ile (%, +)

izomorf degildir.

Ornek 8.25. Z, X Z, ve Zg X Z, gruplarinin her ikisi de mertebesi 16 olan degismeli
gruplardir. Ancak bu iki grup birbirine izomorf degildir.

ispat. f:Z, X Z, — Zgx Z, bir izomorfizma oldugunu varsayalim. O halde f orten
oldugundan y = (7,1) € Zg X Z, elemanina karsilik f(x) =y olacak sekilde bir x €
Z, X Z, bulunur. Her x € Z, X Z, i¢in |x| = 1,2,4 oldugu aciktir. Ayrica Sonu¢ 8.4 ten
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|f (x)|]|x| olmasi gerekir. Oysa |f(x)|=8 oldugundan bu bir celiskidir. O halde boyle bir f

izomorfizmasi bulunamaz.

Tanmim 8.26. G bir grup olmak iizere G den G ye bir izomorfizmaya G nin bir otomorfizmasi

denir.

Teorem 8.27. Bir G grubunun tiim otomorfizmalarindan olusan kiime fonksiyonlardaki

bileske islemine gore bir gruptur. Bu grubu Aut(G) ile gosterecegiz.

Ornek 8.28. G degismeli grup ise Vg € G icin f(g) = g~! ile tanimli f: G —» G fonksiyonu

G nin bir otomorfizmasidir.

Ornek 8.29. G bir grup ve a € G olmak iizere Va € G icin f,(g) = aga™tile f:G - G i
tanimlayalim. Su halde,

(1) Va € G igin f, fonksiyonu G nin bir otomorfizmasidir.

(2) {fyra € G} < Aut(G).
Coziim. (1) Va € G igin f, fonksiyonu nun bire-bir ve orten oldugu agiktir. Simdi f, nin
homomorfizma oldugunu gosterelim. Eger g,h € G ise f,(g)f,(h) = aga taha™! =
agha™! = f,(gh) oldugundan f, homomorfizmadir.

(2) b€eG olmak iizere Vg € G i¢in f,f,(g) = fo(bgb™) = a(bgb™)a™! =

abg(ab)™ = f,,(g) oldugundan f,f, = f,, dir. Aynca f, =1 (I:Birim fonksiyon)
oldugundan f;* = f,-1 elde ederiz ve boylece { f;:a € G } < Aut(G) dir.

Tamm 8.30. G bir grup ve a € G olmak iizere Va € G igin f;(g) = aga™! ile tammh f:G —

G otomorfizmasina bir i¢ otomorfizma denir ve Inn(G) ile gosterilir.

Ornek 8.29 dan Inn(G) < Aut(G) dir.

Ornek 8.31. G mertebesi n olan devirli grup ise Aut(G) = Z;; dir.

Coziim. G = (a) ve |a| =n olsun. Simdi f:G — G nin bir otomorfizma oldugunu kabul
edelim. Bir devirli grubun homomorf goériintiisii de devirli oldugundan f(G) = G de devirlidir
ve f(G) =G =(f(a)) dir. G grubunun iretegleri 0 < k < n ve (k,n) =1 olmak lizere
a® lar oldugundan f(a) = a* dir. Béylece G grubunun ¢(n) tanedir. Simdi G = {(a) nin
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f(a) = a* ile tanimli her f otomorfizmasi igin @ (f) = k ile ¢: Aut(G) — Z;, fonksiyonunu
tanimlayalim. Su halde ¢ bir izomorfizmadir. Gergekten,

¢ homomorfizmadir : Vf, g € Aut(G) i¢in 0 < k <n ve (k,n) =1 olmak lizere f(a) =
ak ve g(a) = a® ise (fg)(a) = a** dir ve boylece p(fg) =kt =kt = o(f)e(g) dir.

@ bire-birdir: Vf, g € Aut(G) icin 0 < k <n ve (k,n) =1 olmak iizere f(a) = a* ve
gl@=atise o()=¢p(g)=2k=t=k=t=f=g dir.

@ ortendir : k € Z;; ise f(a) = a® ile tanimli f € Aut(G) tanmimlanabilir ve @(f) = k

olur.

Ornek 8.32. Sonsuz devirli bir grubun sadece iki tane otomorfizmasi vardir.

Coziim. G = (a) ve f:G — G bir otomorfizmaolsun. G devirli oldugundan homomorf resmi
f(G) = G dedevirlidirve f(G) = G = (f(a)) dir. G = (a) sonsuz devirli grup ve iiretegleri
a ve a ! oldugundan G nin otomorfizmalar1 f(a) = a birim fonksiyonu ve f(a) = a™?!
dir.

X bir kiime olmak tizere X in kendi iizerine bire-bir ve 6rten fonksiyonlarinin kiimesi S (X)
in bileske islemi altinda grup oldugunu biliyoruz. S(X) grubunun alt gruplarina bir doniistim

grubu denir.

Teorem 8.33. (Cayley Teoremi) Her grup bir doniisiim grubuna izomorftur.
Ispat. G birgrupve a € G olsun. Vx € G igin f;(x) = ax ile f,:G —» G fonksiyonunu
tanimlayalim. Vx,y € G i¢in f,(x) = f,(y) = ax = ay = x =y oldugundan f, bire-bir
dir. Ayrica Vy € G icin f,(x) =y olacak sekilde x = a~'y € G bulunabildiginden f,
ortendir. Simdi, @(a) = f, ile ¢: G — G fonksiyonunu tanimlayalim. Tanimdan Va, b,x € G
icin fo, (x) = (ab)x = a(bx) = af,(x) = fa(fb(x)) = (fa°fp)(x) oldugundan f,°f, = fap
elde ederiz. Boylece @(ab) = fu, = f,°fr = @(a)° @(b) saglandigindan ¢  bir
homomorfizmadir. Ayrica,

Va,b € G icinp(a) = ¢(b) = fo=fp = fale) = fy(e) >a=b
oldugundan ¢ bire-bir dir. Sonug olarak G = ¢@(G) < S(G) elde ederiz.

Sonug¢ 8.34. Mertebesi n olan her grup S,, grubunun alt grubuna izomorftur.
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Not 8.35. Sonug 8.34 den mertebesi n olan her grup S,, grubunun bir alt grubuna izomorftur.
Su halde mertebesi n olan bir grupla calisirken S,, grubunda da ¢alismamiz yeterlidir. S,
calismak ilk olarak daha kolay goziikse de her zaman kolay degildir. Ornegin |S;o| =
3.628.800 oldugundan mertebesi 10 olan grubu S, grubunda belirlemek zordur.

Sorular.

1. Asagidaki her bir durumda @ nin homomorfizma oldugunu gésteriniz ve bire-bir ve

orten olup Imadigina karar veriniz.
(a)Vr eR i¢ina(r) = [é ;] ile tanimlanan a: R — GL,(R).

(b) G grubundaVg € G i¢in a(g) = (g,g) ile tanimlanan a:G - G X G

2. G birgrup ve VgeG icin a(g)=g ' ile a:G— G fonksiyonunu
tanimlayalim.G nin degismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul @ nin homomorfizma

olmasidir. Ispatlaymniz.

3. meZ ve G degismeli grup olsun. Va € G i¢in a(a) = a™ ile tanimlanan a: G —

G fonksiyonunu homomorfizma oldugunu gosteriniz.

4. (a)Z den Z ye tiim grup homomorfizmalarini belirleyiniz.

(b) Bu homomorfizmalarin kag tanesi 6rtendir ?
5. Z,¢ grubundan Z;5 grubuna tiim homomorfizmalar1 bulunuz.

6. Asagidaki her bir durumda a: G — G; fonksiyonunun izomorfizma olup olmadigini
belirleyiniz.

(a) G=G, =R, a(x) =2x

(b) G=G6, =25, a(g) = g

(c) 6G=G;=2,, a(g) =2g

(d) G=6G =R", a(g) =g?

(e) G=G;, =27, a(n) =2n
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NG=6=2;, alg)=g°
(h) G = 27,6, =3Z, a(2k) = 3k
(l) G :RJGl = R+’ a(g) = |g|

r o= {5 O AL DL H<onen

i) G = {1,—1,i,—i} oldugunu gosteriniz.

8. VzeC igin g(z) =7 ile tammh o:C* - C* fonksiyonunun bir otomorfizma

oldugunu gosteriniz.
9.G birgrupve g,h € G olsun. Su halde (gh) = (hg) oldugunu gésteriniz.

10. G mertebesi 2 olan bir grup ise G X G = K, oldugunu gosteriniz. (K, : Klein 4-1i
grubudur) .

11. G =G, ve H = H, ise G X H = G; X H; oldugunu gosteriniz.

12. 0#n€Z ve0#me€Z olmaklizere nZ = mZ oldugunu gosteriniz.

13. Zi, grubunun Z37, grubuna izomorf olmadigini gosteriniz.

14. R grubunun R* grubuna izomorf olmadigini gdsteriniz.

15. n > 2 tam say1 olmak iizere N> mertebeli izomorf olmayan iki grup bulunuz.
16. Z ve Q gruplar1 izomorf mudur? Neden?

17. Z7, = Zig oldugunu gosteriniz.

18. |a| = |b| = 6 olmak tizere G = {(a) ve G, = (b) olsun. Su halde G den G,

grubuna tanimli tiim izomorfizmalar1 bulunuz.

19. G birgrupve M(G) = {e;} ise G = Inn(G) oldugunu gosteriniz.
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20. Zis = Zi, oldugunu gosteriniz.

21. G = {a +bV2:a b€ Q} ve H = {[Z Zf] :a,b e Q} olmak {izere toplama

islemi altinda iki grubun izomorf oldugunu gosteriniz.
22. S, grubunun D,, grubuna izomorf olmadigini gosteriniz.
23. Aut(Z) ve Aut(Z,) vyi belirleyiniz.
24. Aut(G) = Aut(H) olacak sekilde izomorf olmayan iki G ve H bulunuz.
25. 77 X 77, = Z¢ X Z1 oldugunu gosteriniz.
26. Zg, Z1, Ve Zig gruplarinin birbirlerine izomorf oldugunu gosteriniz.
27. Inn(G) < Aut(G) oldugunu gosteriniz.
28. Asagidaki her bir durumda G nin tiim maksimal alt gruplarini bulunuz.
a)G =127
b) G devirli grup ve o(G) = n dir.

c) G =Dy
d) G=Q
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