3.ALT GRUPLAR

Tamim 3.1. (G,*) bir grup ve H.G

ise H ye G nin bir alt grubu denir ve H <G ile ggsterilir.

nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger (H,*) bir grup

Not 3.2.
a)(H,x),(G,*) grubunun alt grubu olsun. ey, H nin birimi ve e, G nin birimi olsun. Su halde
ey * ey = ey = ey * e oldugundan ey = e dir. Boylece G ve H gruplarinin birimi aynidir.

b)h € H olsun. k', h nin H deki tersi ve h=1, h nin G deki tersi olsun. Su halde
h'=h'xe=h x(hxh ) =(h'*h)*h ' =exh™t = h~1 olur. Yani h € H nin H deki ve
G deki tersleri aynidir.

¢)(G,*)bir grup ise G ve {e;} her zaman (G,*) grubunun alt gruplaridir. Bu alt gruplara asikar
alt gruplar denir.(G,*) grubunun diger alt gruplarina da 6z alt gruplar denir.

Onerme 3.3. G bir grup ve D#H <G olsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul
j) VabeH joihabeH e

i) VaeH jein a’eH olmasidir.

ispat :=> ; H< G olsun. H kendi bagma bir grup oldugundan grup aksiyomlarmin hepsini
saglar. Bundan dolayi 1) ve ii) saglanir.

& : Verilen H kiimesi igin i) ve ii) kosullar1 saglansin. Bu halde birlesme 6zelligini ve birim
elemanin varhigini gostermek yeterlidir. G deki tim elemanlar igin birlesme ozelligi
saglandigindan, H alt kiimesindeki elemanlar i¢in de saglanir. Bir & € H alalim. i1) kosuluna
gore a’eH gy, Su halde & a” eH olmasindan i) kosuluna gore aa” =eeH elde edilir.

Onerme 3.4. G grubun bos olmayan bir H alt kiimesinin alt grup olmasi igin gerek ve yeter
kosul V&P EH jein ab™ e H (veya @b e H ) olmasidir.

ispat : = H <G jse Vbe H jeip b™eH ye VabeH icin @b eH i,

<:vVabeH icin @b e H olsyn. H # & oldugundan 32 € H varve @=0 jcin kabul
edilen kosul geregi aa”’ =eecH pylunur. Varsayimdan V b € H igin eb”=b" eH oyr. Su
halde 6nceki 6nermenin ii) kosulu saglanir.

va,beH i¢in b eH ye ()" =b gz Onilinde tutularak, va,beH icin

“1y-1
a(b )" =abeH punur, Su halde énceki dnermenin i) kosulu da saglanir ve H <G bulunur.



Onerme 3.3 ve Onerme 3.4 den asagidaki iki 6nermeyi ispatlayabiliriz.

Onerme 3.5.C bir toplamsal grup ve @#H <G plsun. H nin bir alt grup olmasi i¢in gerek
ve yeter kosul

i) YabeH jeina+phedve

i) Va€H jcin —a € H olmasidir.

Onerme 3.6. G toplamsal grubunun bos olmayan bir H alt kiimesinin alt grup olmasi igin
gerek ve yeter kosul va,beH icina —b € H (veya b — a € H) olmasidir.
Ornekler 3.7

— . 2 _
1) G bir degismeli grup ve H ={xeG:Xx"=¢€} gisun. Bu halde H <G dir.

Va,beH

Coziim: Gergekten e? = e oldugundan H # @ olur. icin a’=b’=e ye boylece

(ab™)* = (ab)* =a’b =e oldugundan a0 € H dyr.

2) G={2":neZ} 14 carpma islemine gore bir degismeli gruptur.

Coziim: Gergekten, G RO} o RAOH 44 carpma islemine goére gruptur. Buradan

m n m ny-1 ma-n m-n
MNeZ mak iizere v2",2" G 22"y =2"2"=2""€G dir.

igin
3) G grubunun tiim elemanlar1 ile degismeli olan elemanlarin kiimesi bir alt gruptur.

Coziim: Bu elemanlarin kiimesini M(G)ile gosterelim. Yani M(G) ={a € G:Vg €
G icin ag = ga} olsun. a,b € M(G) alalim. Su halde her g € G i¢in (ab)g = a(bg) =
a(gb) = (ag)b = (ga)b = g(ab) oldugundan ab € M(G) olur. Ayrica her g € G igin bg =
gb esitliginde her iki tarafi soldan ve sagdan b~! ile ¢arpalim. Bu durumda b™'g = gb~?!
oldugundan b= € M(G) dir. Boylece M(G) < G dir. M ye G nin merkezi denir.

4) G pirgrup ve 2€G olsun. M(@)={9€G:ag =021 yymesi G nin bir alt grubudur
( Bu alt gruba @ nin merkezlestiricisi denir).

Céziim: Gergekten, V%Y € M(a) icin X =Xa ye &Y =Y2 qir gy = ya esitliginin her iki
tarafin1 sagdan ve soldan y~! ile ¢arpalim bdylece y~1a = ay~! elde ederiz. Bu durumda
(xy Da=x(yta) =x(ay™) = (xa)y ! = (ax)y™! = a(xy~1) olur boylece xy~1 €
M (a) dir.

5) S, de a=(123) nin M (a) merkezlestiricisini bulalim.

Coziim:

x € M(a) © xax! = (x(Dx(1)x(3)) = a = (123) = (231) = (312)
x(D)=1(x(1))=2(x(1)=3

= x(2) =25x(2) =35x(2) =1
x(3)=3x(3)=1(x(3)=2



bulunur. Bunlar ise sirasiyla

6= (13) = == (31) %= (51)

permiitasyonlarini verir. Sonug olarak M (a)= {e, (123), (132)} bulunur.

6) n = 3 olmak tizere M(S,,) = {e} oldugunu gosteriniz.

Céziim: e # o € S,, olsun. Ispat1 yapmak icin to # ot olacak sekilde T € S, bulmaliyiz.
o # e Oldugundan o(k) =m # k olacak sekilde k,m € I,, vardir. n =3 oldugundan
birbirinden farkli k, [, m € I, vardir. T = (kl) transpozisyonunu géz oniine alalim. Su halde
(to)(k) = (m) = m dir. Simdi (o7)(k) = a(l) # m oldugunu gosterelim. Eger a(l) = m
ise g(l) = a(k) oldugu gorilir. Fakat o birebir oldugundan [ = k ¢eliskisi elde edilir.
Boylece n = 3 olmak tizere M(S,,) = {e} elde ederiz.

8) Tam sayilarin toplamsal grubunun tiim alt gruplari K€Z olmak iizere KZ seklindedir,
gosteriniz.

Coziim: H <Zolsun. Eger H ={0} jse H =0Z gj, Eger H#{0}ise H da sifir olmayan bir
tamsay1 vardir. H yi bir alt grup kabul ettigimiz i¢in, bu tamsayinin ters igaretlisi de H de olur.
Buradan H de pozitif bir tamsay1 var ve pozitif tamsayilar iyi sirali oldugundan H deki pozitif

tamsayilarin en kii¢tigii vardir.
Bu tamsay1 k olsun. H =kZ ={km:meZ}

bulunur. Tersine herhangi bir N€H alalim. D yi Kile kalanli olarak bélersek ; h=gk+r,

0<r<k olacak sekilde q,r € Z bulabiliriz." = h-gkeH oldugundan, K nin seciminden
h=kq e kz

oldugunu gosterelim. kK € H oldugundan kZ < H

dolayi =0, vyani
H=kZ={km:meZ}

elde edilir. Sonugta Z nin biitin alt gruplan
seklindedir.

g)G {a+b\/_| a,beQ,a=0 Ve\ﬁ|b¢0} ise G<¢- {0} dir. Ciinkii, a+b«/_| c+d\/_|eG

a+b
b d )
in (a+by5i)(c+d+/5i) " = = crdd5i (€20 yeya 4 #0)

(a+b/5i)(c — d/5i)

= c?+5d? (c2+5d2¢0)

_ac+5bd | (bc—ad)\V5 .

" c2454d2 c2+5d2 olur.
. 4. ac+5bd (bc—ad)V5 +b+/5i
Simdi e 0 veya ———— gz ” 0 oldugunu gosterlrsek TV € G olur. Varsayalim ki
‘;:Z‘j =0= (bcz 9DV5 sisun. O halde ac + 5bd = 0 = bc — ad bulunur. Eger a = 0 ise bu

durumda b # 0 olacaglndan ¢ = d = 0 geliskisi elde edilir. Boylece a # 0 elde edilir. Benzer
bicimde b # 0 dir. O halde ac = —5bd ve bc = ad esitliklerini taraf tarafa carpip ab yi
sadelestirelim. Boylece c¢2 = —5d? yani c? + 5d? = 0 celiskisi elde edilir.

Simdi analizden birkag alt grup 6rnegi verelim.



10) i) Yakinsak reel dizilerin kiimesinin C = {(a,)n=1: lim a, var} bi toplamsal grup
n—-oo
oldugunu gostermistik. Sifira yakinsayan dizilerin kiimesi Cy = {(a,)p=1: lim a, =0} € C
n—-oo
alt kiimesi oldugu agiktir. Simdi €y 1n € nin alt grubu oldugunu gosterelim. Sifir dizisinin limiti

sifir oldugundan sifir dizisi C, 1n eleman1 olup C, kiimesi bostan farklidir. (a,), (b,) € C,
alalim. O halde lim a,, = 0 = lim b,, olur. Boylece lim (a,, — b,) = lim a,, — lim b,, = 0
n—-oo n—-oo n—oo

n—->oo n—-oo

oldugundan (a,) — (b,,) € C, olur.

i1) [—1,1] kapal1 aralig1 tizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlarinin kiimesinin yani C[—1,1]
V1

in toplamsal bir grup oldugu gosterilmisti. Simdi S = {f € C[-1,1]: f (Z) = 0} kiimesinin bir
alt grup oldugunu gosterelim. f(x) = cos2x € S oldugundan S # @ dir. Simdi f, g € S alalim.
f.gecl-11] ve £(3)=0=g(® olur. O halde f—gec[-11] ve (f-g)(3)=

f G) -9 G) = 0 oldugundan f — g € S olur. O halde § < C[—1,1] dir.

Onerme 3.8. H bir G grubunun bos olmayan sonlu bir alt kiimesi ve G deki islemlere gore
kapali ise H <G dur.

Ispat:  Onerme 3.3 iin i) kapalilik kosulu saglandigindan ii) kosulunun saglandigmi da
gosterirsek, ispat tamamlanmus olur. Bir @€ H alalim. Eger @=€ ise a'=eeH (jr, aze

olsun. H de islem kapali oldugundan @ nin tiim pozitif kuvvetleri de H de bulunur. Fakat H

a,a?,....a",...

sonlu bir kiime oldugundan elemanlarinin hepsi farkli olamazlar. Su halde

r>$>0 tamsayilari igin @ =@ olur. Buradan @~ =€ ve @#€ kabul ettigimizden F —$>1
olmalidir. Boylece F=5=1>0 dir. Suhalde @ " =a " €H elde edilir.

Onerme 3.9. Bir grubun bir takim alt gruplarmin ara kesiti de bir alt grubudur.

VYa,beH

Ispat :{H‘}iel ailesi, G grubunun bir takim alt gruplari ve H = N;¢; H; olsun. igin

ab™ eH oldugunu ispatlayalim.
abeH = vVviel icin a,beH,
] =)
= Viel icin ab™ e H, (Ciinkii H; alt grup)
= ab ' € H =N H;

oldugundan H < G dir.

Not 3.10. Bir grubun iki alt grubunun birlesimi alt grup olmasi gerekmez. Gergekten, Z

27 3Z SRS 2,3e2203Z -
toplamsal grubunun ve 4 alt gruplarin g6z Oniine alirsak oldugu halde
1=3-2¢2Z U3Z yr.



Tanim 3.11.G bir grup ve A B bu grubun iki alt kiimesi olsun, AB=1ab:ac AbeB} yo A

ile B kiimelerinin ¢arpimi denir.

Ozel olarak, A={a} jse {a}B=2B jj; gosterilir. Benzer tanim toplamsal gruplar i¢inde

yapilir.
H,K kiimeleri G nin iki farkli alt grubu olmak iizere HK = KH esitligi her zaman dogru
degildir. Simdi agagida bu duruma bir 6rnek verelim.

Ornek 3.12. © =5 grubunun A=1023).(A2)} e B={(13).(23)} 5t kiimelerini g5z oniine

alalim.
AB ={(123)(13), (12)(13), (123)(23),(12)(23)} ={(23),(132),(12),(123)}

BA={(13)(123),(23)(123),(13)(12),(23)(12)}={(12),(13),(123),(132)}
Boylece AB = BA,

Ayrica B = C ise AB = AC esitligi her zaman saglanirken, tersi her zaman dogru degildir.
Simdi de buna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.13. S5 {in ti¢ alt kiimesi A={(123), (132)}, B ={(13),(23)} ye C ={(12),13)} gsun.
AB ={(23),(12),13)} = AC f55t B#C.(B=C = AB=AC)

Bir G grubunun iki alt grubunun ¢arpimi alt grup olmak zorunda degildir. Simdi bir 6rnek
verelim.

Ornek 3.14.G = GL(2, Q) olmak iizere G bir gruptur. (GL(2, Q) = Q rasyonel sayilar olmak
iizere elemanlar1 Q dan alinmis determinantlar1 sifirdan farkli 2x2 lik matrisler)

o 2)><e)
01 D e
ve
(MER
raeQ
a 1 olsun. Hve K| G nin alt grubudur.

{[u ab bj }
K= ‘a,beQ
a 1

HK | G nin bir alt grubu degildir. Gergekten
2 1)(1 1 2 1)1 1) (2 3
, e HK = ¢ HK
1 1)00 1 fakat L D0 1) (12 dir

Onerme 3.15. G bir grup ve 1K <G olsun, HK <G < HK =KH oimasidir.,

H

K

. . 1 1

ispat : = HK <G glgyn, VheH VkeK ., h™eH,k™eK oldugunu goz oniinde
4 o1, 11

tutularak k™ e HK g Kn=(h"k™)" € HK p1unur. Bu halde KH = HK oy,



Diger kapsama igin X € HK alalim. HK' alt grup oldugundan x"=hk e HK gy, Su
-1 1. -1
halde X= (k)" =k“h™ e KH vani HK c KH

Fkp ke Ko g Y = (hk)(hk) T =hkk ' g kk e Ko bt eH oldugundan

“1\| -1 Y
(kik; )N, € KH 4 lunur. Kabuliimiizden HK = KH oldugundan ve (kik, ), " = hk
sekilde e H ve I €K bulunur. Su halde %Y = Rk ," = (k< HK

Buradan HK <G oldugu anlagilir.

ve

olacak

elde edilir.

Onerme 3.16. S,, nin (n > 2) biitiin ¢ift permiitasyonlarinin kiimesi A,,, S, nin n!/ 2 elemanh
alt grubudur. ( 4,, ye Alterne grup denir)

Ispat :e € A, oldugundan @ # A,, € S, dir.V f,g € A, icin f ve g ¢ift sayida 2 linin ¢arpim1
oldugundan fg de ¢ift sayida 2 linin ¢arpimi olur yani fg € A, dir. A,, sonlu Onerme 3.8 den
A, < S, dir. S, grubunun eleman sayis1 n! dir. S, de tek ve ¢ift permiitasyonlarin sayisinin
ayni oldugunu gosterirsek A, grubunun eleman sayisi n!/2 eldeedilir. A, ={f1, fo, ., fi}
olsun. A, nin elemanlarim1 bir (ab) ikilisi ile ¢arpalim. {(ab)fi, (ab)fs, ..., (ab)fi}
permiitasyonlari da tek olur ve bunlarin diginda tek permiitasyon yoktur. Gergekten bir g tek
permiitasyonunu alahm (ab)g € A, ve (ab)g = f; = g = (ab)f;(1 < i < k) olur.



SORULAR

1) Tek tamsayilar kiimesi T, ¢ift tamsayilar kiimesi C olsun T ve C, Z nin birer alt grubu
mudur? Neden?

2) r,s € Z* olmak lizere H = {nr + ms : n,m € Z} kiimesinin Z nin alt grubu oldugunu
gosteriniz.

3) C kompleks sayilar grubunun Z[i] = {a + bi : a,b € Z} alt kiimesinin C nin alt grubu
oldugunu gosteriniz.

4) G =GL(2,R) veH = {[8 2 :a ve b sifirdan farkl reel sayllar} ise H< G oldugunu

gosteriniz.

5) G degismeli bir grup ve H, G nin bir alt grubu olsun. K = {a € G : a?® € H} kiimesinin de
G nin bir alt grubu oldugunu gosteriniz.

6) K, bir H grubunun alt grubu ve H de bir G grubunun alt grubu ise K, G nin bir alt grubu
mudur? Neden?

NH={f €Ss:f(1) =1ve f(3) = 3} < S5 oldugunu gosteriniz.
8) H = {x € Z;,: x = 1(mmod 3)} kiimesinin Z3, grubunun alt grubu mudur? Neden?

9)G ={(a,b): a,b € R, b # 0} ve G lizerinde tanimlanan ikili islem
(a,b) = (c,d) = (a + bc,bd) olsun.
(a)(G,*) bir gruptur, gosteriniz.
(b)G degismeli midir?
(0)H = {(a,b) € G : a = 0}, G nin alt grubu mudur?
(d)K ={(a,b) € G : b > 0}, G nin alt grubu mudur?
(e)L = {(a,b) € G : b =1}, G nin alt grubu mudur?
(f)G nin birim eleman1 e = (e, e,) olmak iizere, (a,b)? = e denklemini saglayan tiim
(a, b) elemanlarin1 belirleyiniz.

G,.G, G G,cG,uUG

10)CG bir toplamsal grup ve 3 ise

G, cG

3bu grubun alt gruplar1 olsunlar.

2 veya G, =G, oldugunu gosteriniz.

11)A:{1’ 2,3} Glmak iizere >A) = Ss grubunun iki H ve K alt grubunu H WK bir alt grup

olmayacak sekilde bulunuz.



12) G birgrupve @ # H € G olsun. Her a € G igina™! € H ise H, G nin bir alt grubu mudur?
Neden?

13) Klein 4-1i grubunun tiim alt gruplarini bulunuz.

14) G birgrup ve H < G olsun.
(iYgHg™ ! = {ghg™':h € H} < G oldugunu gosteriniz.
(i)|gHg™| = |H| oldugunu gosteriniz.

15) M(S,) grubunu belirleyiniz.

16) G degismeli grup ise M(G) Yyi belirleyiniz.
17) [(1) é] € GL(2,R) igin M ([2 (1)]) yi bulunuz.

18) G birgrup vea € G olsun. |a| =5 ise M(a) = M(a®) oldugunu gosteriniz.
19) G birgrupvea € G ise M(a) = M(a™ ') oldugunu gosteriniz.

20) Q" =Q—{0} ve H, Q" m bir alt grubu olmak lizere Z — {0} € H ise H = Q" dir,
ispatlayiniz.

21) G bir grup, @ # H € G olsun. Asagidakileri ispatlayiniz.
(a) H,G nin alt grubu ise HH = H dur.
(b) H sonluve HH < H ise H,G nin alt grubudur.
(c) Ancak (b) deki ifadenin gerektirmenin H sonlu degil ise dogru degildir.
HH < H iken G nin alt grubu olmayan bir @ # H € G kiimesi bulunuz.



