9. ZOMORFIiZMA TEOREMLERI VE ESLENIK ELEMANLAR

Asagidaki teorem Homomorfizma teoremi olarak da bilinir.

Teoremi 9.1(1.izomorfizma Teoremi). f :G — H bir grup homomorfizmas: olsun. Su
halde G /Cekf = f(G) dir. Ozel olarak, f ortenise G/Cekf = H dir.

Ispat. K = Cekf olmak iizere ¢:G/K - f(G) déniisimiinii @(xK) = f(x) ile
tanimlayalim. Herhangi x,y € G i¢in

xK=yK oy 'xeKe f(y'x)=ey & f(x) =f)
oldugundan ¢ iyi tanimli ve bire-bir dir. Ayrica,
o((xKYK)) = p(xyK) = f(xy) = fF()f (1) = p(xK)9(VK)

oldugundan ¢ homomorfizmadir. Boylece ¢ oOrten oldugundan G/Cekf = f(G) elde
ederiz.

Ornekler 9.2 :

a) Z/nZ =Z, (n=2)dir.

Coziim. f : Z - Z,, , f(x) = X olmak lizere f Orten bir homomorfizmadir. Ayrica,
Cekf={x€Z: fx)=x=0}=nZ

oldugundan 1.izomorfizma teoreminden Z/nZ = Z,, (n = 2) dir.

b) ZxZ/{((1,1))=Z dir.

Coziim. f:Z xZ - Z fonksiyonunu f((x, y)) =x —y ile tammmlayalim. f nin Orten
oldugu agiktir. Ayrica V (xy,v,), (x3,v,) € Z X Z igin

f((xp%) + (leh)) = f((x1 + X2, Y1+ J’Z)) = (x; +x2) — (y1 +¥2)
= —y)+(xa—y,) = f((x1'3’1)) + f((xz»YZ))

oldugundan f homomorfizma dir ve

Cekf ={(x,y):f(x,y) =x —y =0} = {(x,x):x € Z} = (1,1))

oldugundan 1. izomorfizma teoreminden Z X Z/((1,1)) = Z dir.



c) G, veG, ikigrupve N; < G, ve N, < G, olsun. Su halde

(Gy X G3)/(Ny X Np) = (G1/Ny) X (G2/Ny)
dir.

CaZﬁm (p((xl,xz)) = (xlNl, szz) ile taniml Q: G1 X GZ - (Gl/Nl) X (Gz/Nz)
fonksiyonunu goz Oniine alalim. Bdylece ¢ orten homomorfizmadir ve Cekg = N; X N, dir.

Bundan dolay1 1.izomorfizma teoreminden (G; X G,)/(N; X N,) = (G,/N;) X (G,/N,) elde
ederiz.

Teorem 9.3 (2. Izomorfizma Teoremi ). G bir grup, H<G ve N < G olsun. Su halde
H/HAN=HN/N dir.

Ispat: ispat: adim adim yapalim.

1)HNN<H:VneHNN,vheH icin hnh™ e H AN oldugunu gosterelim. hnh™ e H

oldugu aciktir. N < G ve heG oldugundan hnh™ e N olur. Yani hnh™ e H "N ve boylece
HNn N < H dir.

2)HN <G: N < G oldugundan HN = NH ve boylece HN < G dir .
3) N < HN oldugu agiktir.
Simdi f:H —>HN/N doniisimivVhe H f(h)=hN ile tanimlayalim.
4) f ortendir: hnN € HN /N verilsin. hnN =hN = f (h) olup f ortendir.
5) f homomorfizmadir : h,h, e H olsun. f(hh,)=(hh,)N=(hN)(,N)="f(h)f(h).
6) Cekf ={x€H:f(x) =xN=N}=HnNN dir.
Boylece 1.Izomorfizma teoreminden H/H N =HN /N elde edilir.
Sonu¢ 9.4. G toplamsal bir grup ve H<G ve N<G olsun. Su halde

(H+N)/N =H/HnN dir.

Ornek 9.5.G = Z,,, H = (4), N = (10) olmak iizere H + N = (2) ve Hn N = (20) dir.
Boylece (H + N)/N = (4)/(20) = Z; elde ederiz.



Teorem 9.6 ( 3. Izomorfizma Teoremi). G birgrupve H < G,K <G olsun. Eger K € H
ise (G/K)/(H/K) = G/H dur.

Ispat. @(xK) = xH ile tanimli ¢:G/K —» G/H doniisiimiinii gz oniine alalim. ¢ iyi
tanimhidir. Gergekten, xK = yK > x lyeK>x"'ye H=>xH=yH dir. Ayrca
Vx,y € G igin <p((xK)(yK)) = @(xyK) = xyH = (xH)(yH) = ¢(xK)@p(yK) oldugundan
@ bir homomorfizmadir. ¢ Orten oldugundan ve Ceko = {xK:xH = H}=H/K du.
Boylece 1. izomorfizma teoreminden (G/K)/(H/K) = G/H du.

Ornek 9.7. G = Zolmakiizere H=2Z ve K =6Z olsun. O halde G/H =2Z/2Z,
H/K =2Z/6Z, G/K =Z/6Z oldugundan (G/K)/(H/K) = G/H =Z/2Z = Z, dir.

Onerme 9.8. Va€G icin o(a)=1, ile tanimli ¢:G — Inn(G) fonksiyonu bir

homomorfizma ve Cekp = M(G) olup G/M(G) = Inn(G)
dir(M(G), G grubunun merkezi ).
Ispat. Ic otomorfizmalar tanimindan ¢ fonksiyonu &rtendir. Ayrica @(ab) = lg, =

[.°ly, =@(a)°p(b) oldugundan ¢ bir homomorfizma dir. Simdi ¢ fonksiyonunun
cekirdegini bulalm. a € Cekp © ¢(a) =1, =1, © Vx €G i¢in axa ! =exe 1 =x &
Vx € G i¢in ax = xa © a € M(G) dir. Boylece Cekp = M(G)  olup 1.izomorfizma
teoreminden G/M(G) = Inn(G) elde ederiz.

Tanim 9.9. G bir grup ve a,b G olsun. Eger b =xax™" olacak sekilde bir xe G varsa a ile
b esleniktir denir ve a ~b gosterilir.

Onerme 9.10 . '~' eslenik olma bagintis1 G de bir denklik bagintisidur.

Ispat:

Yansima: VaeG i¢in a=eae™ oldugundan a~a dir.

Simetri: axb=3IxeG,b=xax"=3IxeG,a=x"'bx=b~a
Gegisme: a~b ve b~c olsun.

3x,yeG,b=xax" ve c=yby ' =c=yxax 'y (yx)a(yx) " =>a=c

Tanmmm 9.11. G de = denklik bagintisinin belirttigi denklik siniflarina eslenik simiflar
denir. a G nin belirttigi eslenik simifi c(a) ={x € G:a ~ X} ile gosterilir.

Not 9.12. Denklik smiflar1 kiimenin ayrisiminit belirttiginden G sonlu bir grup ise grubun
mertebesi, eslenik siniflarindaki elemanlarin sayilart toplamidir. c(a) eslenik siniflarinin

eleman sayis1 c, ile gosterilir. G=c(a)uc(a,)u...uc(d,) , G nin eslenik smiflarna
ayrilist olmak iizere 0(G) =c, +¢C, +...+¢C, dir.



Teorem 9.13. G sonlu bir grup ve aeG olsun. M(a)<G ve ¢, =(G:M(a)) dir. Su halde

G =c(a)uc(a,)u...uc(a,) ise 0(G)=ZK:(G:M(ai)) Z ("z/(l(z))

Ispat:
acG olsun. f:c(a) >G/M(a), f(xax')=xM(a) doniisiimiinii tanimlayalm. f nin
orten oldugu agiktir.
f bire-birdir: Vx,yeG i¢in
f(xax)=f(yay)=>xM@)=yM @)=y 'xeM(a) = y 'xa=ay 'Xx=>xax  =yay "
=c,=(G:M(a)) dir.
0(G)

Boylece o(G) = Z(G ‘M (a)) = zm dir

Not 9.14. Bir eslenik smifinin tek bir elemandan ibaret olmasi icin gerek ve yeter kosul o
elemanin grubun merkezinde olmasidir. Gergekten, a € M(G) & Vx € G iginax = xa &
Vx € G icinxax™! = a © c(a) = {a} dir. Su halde eslenik sinif denklemi

0(G) = o(M) + T uem(G: M(a))

seklinde yazilabilir.

Ornek 9.15. D; grubunun eslenik simiflarina ayirmiz.
Coziim. c(e) = {e} oldugu agiktir. Ayrica, a? = bab™! oldugundan c(a) = {a,a?} ve
aba™! = ba ve a’ba™? = ba? oldugundan c(b) = {b, ba, ba?} elde ederiz.

Ornek 9.16. S, grubunda (123) elemaninin eslenik sinifin1 buluz.
Coziim. (123) eslenik siifinda tiim 3-1i devirler bulunur. Béylece,
c((123) = {(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)}) elde ederiz.

Ornek 9.17. S; grubunu eslenik siniflarma ayiriniz.

Coziim. c(e) = {e} ve c((12)) = {(12),(23),(13)}, ¢((123)) = {(123),(132)} dir.

G bir grup ve K <G olsun Su halde Vg € G igin gKg~! = K ve bdylece K nin
elemanlarinin eslenikleri yine K da olur. Tersine, alt grup olan eslenik siniflarinin
birlesiminin normal olacagi agiktir(Soru 16). Boylece asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 9.18. G bir grup ve H < G olsun. O halde H < G olmasi i¢in gerek yeter kosul H
nin eslenik siiflar1 bir birlesimi olmasidir.

Ornek 9.19. D; = {e,a, a? b, ba, ba?} olmak iizere Ornek 9.15 den D; grubunun eslenik
siiflart {e}, {a,a?},{b, ba, ba?} oldugunu biliyoruz. Boylece Teorem 9.18 den D,
grubunun herhangi bir K normal alt grubu bu eslenik siniflarinin  bir birlesimidir. Simdi
e € K oldugundan ve |K|/|D;| =6 oldugundan D5 grubunun normal alt gruplar1 sadece
{e},{e,a,a?},D; olur.



Teorem 9.18. Mertebesi bir asal tam sayininin kuvveti olan bir sonlu grubun mertebesi
birimden farklidir.

Ispat: p asal, n>1 ve o(G)=p" olsun. aeG icin M(a) <G ve Lagrange teoremine gore,
0(M(a))|o(G) oldugundan 0<n, <n olmak iizere o(M(a)) = p™ dur.

aeM < M(@)=G<«<n,=n denklikleri géz Oniinde tutularak eslenik simif denklemi
yazilacak olursa, 0(G) = p" = o(M(G)) + Zn%n% =0(M(G)) + Xn <np™ ™

bulunur. Bu esitlikten p|0(M(G)) elde edilir. Su halde O(M(G)) > 1, yani M(G)
merkezinde birimden baska eleman da vardir.

Sonug 9.19. p asal tamsay1 olmak iizere, p° mertebeli grup degismelidir.

Ispat: G grubu degismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul M(G) = G olmasidir. Teorem
9.18 den o(M(G)) # 1 ve o(M(G))|p? olacagindan o(M(G)) =p veya o(M(G)) = p?
olur. Eger o(M(G)) = p olmayacagini gosterirsek iddia ispatlanmus olur. o(M(G)) =p ve
a € G — M(G) olsun. Boylece M(G) < M(a) ve M(G) + M(a) olacagindan, o(M(a)) > p
ve Lagrange teoreminden o(M(a))|p? yani o(M(a))=p° ve M(a)=G bulunur. M(a) =
G aeM oldugundan bu bir celigkidir. 0] halde
o(M) = p olamaz.

Sorular.

1. ZxZxZ/{(1,1,1)) =Z xZ oldugunu gosteriniz.

2. ZxZ/((0,1))=Z oldugunu gosteriniz.

3. k,n € Nve k|n ise Z,/(k) = Z, oldugunu gosteriniz.

4. Inn(S3) = S; oldugunu gosteriniz.

5. H veK ikigrupve K; = {(ey, k): k € K} ise asagidakileri ispatlaymiz.
a) K, <G
b) Ky =K
c) G/Ki=H

6. G=GL,(R) ve K ={A:det(A) =1} olsun. O halde K<G ve G/K=R"
oldugunu gosteriniz.



7. Gz{[g IZ]:a,b,ceR;a;tO,bth} ve K:{[(l) lﬂ:bER} olsun. O halde

K <G veG/K = R* X R" oldugunu gosteriniz.
8. R*/{1,—1} = R* oldugunu gosteriniz.

9. G degismeli bir grup ve K ={(g,9,9):g € G} olsun. O halde K <G X G X G ve
(GXGXG)/K =G xG dir. Gosteriniz.

10. a: G - G, bir grup homomorfizmasi ve K < G olsun. Eger Ceka € K ise a(K) <
a(G) oldugunu ve a(G)/a(K) = G/K oldugunu gosteriniz.

11. G bir grup ve n >1 olacak sekilde bir tam say1 olmak iizere Va,b € G igin (ab)™ =
a™b™ olsun. Eger G, ={a € G:a™ =e} ve G" ={a":a € G} ise asagidakileri
ispatlayimiz.

a) G, <G
by G"<G
c) G/G, =G"

12. G bir grup ve H ile K da birbirinden farkli normal alt gruplari olsunlar. Su halde
HNKnn H veK gruplarinin maksimal alt gruplar1 oldugunu gosteriniz.

13. D, grubunu eslenik smiflarina ayiriniz.
14. S, grubunu eslenik siniflarina ayiriniz.

15. G birgrupve a,b € G olsun. Su halde ab ve ba elemanlarinin eslenik olduklarini
ispatlayiniz.

16. G grubunun bir H alt grubu G deki eslenik siniflarinin bir birlesimi ise H < G
oldugunu gosteriniz.

17. S, grubunun tiim normal alt gruplarini bulunuz.

18. D, grubunun tiim normal alt gruplarini bulunuz.



