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IKi ELASTIK KATIDAN OLUSAN BiR SUREKLI ORTAMDA YARI
SONSUZ BiR YUZEYE ETKIi EDEN SINUZOIDAL YAYILI YUK iCIN
ANALITIK BIiR COZUM

OZET

Karisim, iki veya daha fazla siirekli ortamin difiizyona ugrayarak olusturdugu ve
kendine ait karakteristikleri, mekanik ve 1s1l davraniglari olan homojen bir stirekli
ortamdir. BoOyle bir ortamin o6zelliklerinin bilimsel bir disiplin cergevesince
incelenebilmesi ve bunun miihendislik uygulamalarina aktarilabilmesi amaciyla
karigimlar teorisi yaklasimi gelistirilmistir. Siirekli ortamlar mekanigini baz alan bu
teori sayesinde, ¢ok bilesenli ortamlar i¢in ihtiya¢ duyulan teorik altyap1 hazirlanmig
ve jeolojik katman, biyolojik doku, tanecikli kompozit malzeme gibi yapilarin
davranislarinin matematiksel analizi i¢in alternatif bir metod ortaya konmustur.

Bu c¢alismada, iki elastik katidan olusan homojen bir siirekli ortam i¢in karigimlar
teorisinin 6ngordiigl lineer biinye denklemleri verilerek gerilme, sekil degistirme,
difiizyon kuvveti gibi alan biiytikliikleri Love sekil degistirme fonksiyonlar1 yardimi
ile ifade edilmistir. Ug farkli mekanik deneyin matematiksel yapilarindan
faydalanilarak, bilesenleri birbirine gore bagil hareket etmeyen karigim ortami kosulu
altinda, biinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilar1 tespit etmemize imkan
saglayacak bagintilara ulagilmistir. Ardindan, elde edilen sonuglarin uygulanmasi ve
degerlendirilmesi amaciyla, yari-sonsuz bir karisim ortami i¢in sintizoidal yayili yiik
problemi ¢6ziilmiis ve Al,O3-NiAl kompozitine ait veriler kullanilmstir.

Calismanin ilk etabinda, amag¢ ve literatiir bilgisinin ardindan, -elastik kati
karigimlarinin anlagilmasina yardimci olmak amaciyla tekil elastik ortama ait temel
ifadelere yer verilmistir. Bu ¢ergevede tekil ortama ait yer degistirme probleminin
¢oziilebilmesi i¢in gerekli olan Navier denkleminin Galerkin vektorli ve onun 6zel
bir hali olan Love sekil degistirme fonksiyonu yardimiyla doniistiigii yeni form
hesaplanmistir. Elde edilen bu form ile tekil ortam igin yer degistirme ve gerilme
ifadeleri elde edilmis ve siniizoidal yayili yiik problemi ve ilgili siir kosullari
tartigilmagtir.

Daha sonra, iki elastik katidan olusan karisim ortamu bilesenlerine ait birim sekil
degistirme tansorleri, gerilme tansorleri, diflizyon kuvveti vektorii ve yer degistirme
vektorleri incelenmis, karisima ait bilinmeyen biinye katsayilarina dikkat ¢ekilmistir.
Bilinmeyen biinye katsayilar1 konumundaki etkilesim terimlerini bilinen biinye
katsayilar1 olan Lamé elastik sabitleri cinsinden hesaplayabilmek amaciyla ii¢ farkl
mekanik zorlanma durumu ele alinmustir. Bu kapsamda, karigim ortamina ait bir
numunenin kullanildig1 basit ¢ekme, basit kayma ve hidrostatik basing deneylerine
ait matematiksel hesaplamalara yer verilmistir. Bu islemler sonucunda, karisim
ortamina ait bilinmeyen biinye katsayilarini yoneten denklemlere ulasilmistir. Elde
edilen bu bilgilere ek olarak karisim bilesenlerinin bagil hareket etmedikleri, yani her
bir bilesene ait parcacigin bir diger bilesene ait parcacik ile ayni anda, ayn1 miktarda
ve ayni yonde hareket ettigi durum i¢in karigim ortamina ait biinye katsayilari ile bu
ortama esdeger mekanik davranis sergileyen tekil bir ortamin biinye katsayilari
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arasinda baglanti kurulmustur. Bulunan bu iliskilerin test edilmesi amaciyla da
karisim ortami i¢in siniizoidal yayili yiik problemi ele alinmistir.

Hesaplamalarda, karisima ait yer degistirme vektorleri arasindaki iligskiyi veren
ifadelerin iki Navier denkleminin toplamina benzemesi sebebiyle, yer degistirme
vektorleri iki farkli Galerkin vektorii cinsinden ifade edilmistir. Eksenel simetrik
gerilme uygulamalar igin Galerkin vektorlerinin, bu vektorlerin 6zel bir durumu
olan, Love sekil degistirme fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebildigi bilgisi
kullanilarak, kiitle kuvvetlerinin ihmal edildigi durumlar i¢in, Navier denklemleri
Love sekil degistirme fonksiyonlari cinsinden biharmonik fonksiyonlar olarak
yazilmistir. Ayrica, karisima ait yer degistirme, difiizyon kuvveti ve gerilme
bilesenleri de Love sekil degistirme fonksiyonlari cinsinden ifade edilmistir. Yari-
sonsuz bir karisim ortami yiizeyine dikey olarak etkiyen yiiklemeler i¢in hangi sinir
kosullariin gegerli oldugu belirtildikten sonra, karisim bilesenlerinin bu yiiklemelere
hangi oranlarda maruz kalacaklari tespit edilmistir.

Sintizoidal yayili ylik probleminin ¢6ziimiinde karisim bilesenlerinin birbirinden
farkl1 yer degistirmeler yapabildigi genel durum esas alinmistir. Boylece, bagil
hareketsiz durum bagil hareketli durumun 6zel bir hali oldugu i¢in, izafi yer
degistirmenin olmadig1 duruma ait olan biinye katsayis1 denklemlerinin test edilmesi
amaclanmistir. Elde edilen bagintilarda kullanilmak {izere sayisal bir 6rnek olarak
Al,O3-NiAl kompozitine ait verilerden istifade edilmistir. Bu veriler ve bu verilere
bagli olarak bulunan biinye katsayisi degerleri, problem ¢o6ziimiinde bulunan yer
degistirme, gerilme ve difiizyon kuvveti ifadelerine tatbik edilerek ortam davranisina
ait grafikler elde edilmistir.

Caligmanin sonunda, siniizoidal yayili yiik problemi hesaplamalarinin alternatif bir
kontrolii i¢in, ikili karisim ortamina ait denge denklemlerinin farkindan olusan ve
difiizyon kuvvetini veren farkli bir ifade tiiretilmistir.
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ANALYTICAL SOLUTION FOR A SINUZOIDAL DISTRIBUTED LOAD
ACTING ON A SEMI INFINITE SURFACE IN A CONTINUUM OF TWO
ELASTIC SOLIDS

SUMMARY

Mixture is defined as a homogenous contiuum which is a result of diffusion of two or
more different continuums. The mixture continuum has its own material
characteristics, mechanical and thermal behaviours differing from the mixture
components. In order to examine the properties of this new material in sicientific
methods and to use in engineering applications, the approach of mixture theory is
developed. Based on the continuum mechanics, the mixture theory comes through an
alternative method for the mathematical analysis of the structural behaviours of
geological layers, biological tissues and granular composite materials by preparing
the theoretical background needed for the multi-component materials.

In this study, stres, strain and diffusion force fields are defined in terms of Love’s
strain function by using the linear constitutive equations provided by the mixture
theory for the homogenous contiuum consisting of two elastic solids. In this case, by
using the mathematical structres of three different mechanical experiments, relations
for the unknown coefficents in the constitutive equations of no relative component
motion mixture continuum have been developed. Afterward, in order to to apply and
examine the results of this approach, a sinusoidal vertical load problem for the semi-
infinite mixture continuum has been solved and also, datas of an Al,O3-NiAl
composite has been used.

In the first chapter, purpose and the literature research for this study is given. In this
case, historical development, difficulties faced in the use and the base need of
existence of the mixture theory are also mentioned.

In the second chapter, basic statements for the single elastic continuum are expressed
in order to help to understand the mixture of elastic solids. In this case, the new form
of Navier’s equation, needed to solve the displacement problem belongs to single
continuum, is calculated using the Galerkin vector and its special case Love’s strain
function. By using this calculated new form, displacement and stress statements for
the single continuum are obtained. And afterward, sinusoidal vertical load problem
and related boundary conditions are discussed.

In the third chapter, stress and strain tensors, diffusion force and displacement
vectors belonging to constituents of the mixture of two elastic solids are examined.
And also, the unknown coefficients of the constitutive equations are mentioned. In
order to calculate these interaction terms, which are the unkown constitutive
coefficients, in terms of Lamé elastic constants the common constitutive coefficients,
three different mechanic stress cases are dealed. In this case, mathematical
calculations belong to a sample of mixture continuum, which is subjected to normal
stress, shear stress and hydrostatic pressure experiments, are used. As as result of this
process, the equations giving the unkown constitutive coefficients of the mixture
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continuum are obtained. Additionaly to these gained results, a connection has been
established between the constitutive coefficients of the no relative component motion
mixture continuum, means that each tiny piece of the constituents of the mixture
moves at the same time same direction and the same magnitude, and the constitutive
coefficients of a single continuum having an equivalent mechanical property to this
mixture. In the purpose of testing these results, the sinusoidal vertical load problem
for the semi-infinite mixture continuum has been solved in the fourth chapter.

In calculations, because of the similarity found to the sum of two Navier’s equations,
relations between the displacement vectors of the mixture constitutents are expressed
in terms of two different Galerkin vectors. For the axial-symmetry problems, the
Galerkin vectors can be defined in terms of Love’s strain functions. Therefore, for
the case of mass forces are neglected, the Navier’s equations are expressed as
biharmonic functions in terms of Love’s strain functions. Additionally, the
displacement, the diffusion force and the stress components of the mixture are also
defined in terms of Love’s strain functions. After specifying the valid boundary
coundations for the sinusoidal vertical loads for the semi-infinite mixture continuum,
in which ratios the mixture constituents will handle these loads is determined.

In the fourth chapter, the solution of the sinusoidal vertical load problem for the
semi-infinite mixture continuum is calculated in the general case of permiting the
relative motion between the mixture components. By this way, because of being a
relatively inert motion is one of a special case of relative motion, it is aimed to test
the constitutive coefficients found in no relative motion. Also in the use of these
equations, datas of a Al,O3-NiAl composite are used as a numerical example. By
applying these datas and the numerical values of the constitutive coeffients, obtained
from the Al,O3-NiAl composite, to the displacement vectors, stress tensors and the
diffusion forces found in the problem solution, the graphics showing the mixture
behaviour are obtained.

In the examination of the results, firstly when the constitutive coefficients obtained
from the constitutive equations of no relative motion case are applied to sinusoidal
vertical load problem solved in the general case of permiting the relative motion, it is
observed that the displacement of the mixture components are found equal to each
other. This makes a proof for being the relatively inert motion is one of a special case
of relative motion.

In the same way, in the graphic belongs to displacement vectors in the direction of
vertical load for the equivalent single continuum and for the mixture constituents, it
is observed that the difference between displacements of mixture constituents is
found neglegibliy small. So, this observation makes a second proof for the relative,
no relative motion cases.

And also it is discussed that there may two causes of observing a small difference
between the mixture constituents displacements in the graph. One of them is
calculating the mixture constituents in which ratios will handle the applied loads
should not be depend just only to volume faction of each constituent, but in this work
only volume fraction determined these ratios. On the other reason is the values used
from the Al,O3-NiAl composite are experimental results.

Secondly, the graphics for the diffusion force between the mixture constituents and
for the stress tensors belongs to mixture constituents and to equivalent single
continuum are examined. In this case, the common observed situation between the

XX



displacement vectors graphic and the diffusion force graphic, when the z — oo case
both the displacement vectors and the diffusion force are converged to zero. These
results were expected due to the boundary conditions of the sinusoidal vertical load
problem valid for the Love’s strain function approach.

The results according to stress tensors graphic for the mixture continuum, for the
mixture constituents and for the equivalent single continuum, give equal values
between the stress tensor of mixture continuum and the stress tensor of the equivalent
single continuum.

And a second result is the stress tensors of mixture constituents differ from the stress
tensor of mixture continuum due to the interaction of these constituents between each
other.

And a third result, the observation made for the z — oo case for the stress tensors of
the mixture continuum, mixture constituents and the equivalent single continuum
gave the same result with the displacement vectors and the diffusion force as
converging to zero.

Lastly at the end of the study, as an alternative control to the calculations of the
sinusoidal vertical load problem, a new statement for the diffusion forces is derived
by subtracting the equations of equilibrium of a binary mixture continuum. This
statement and the equations obtained in the sinusoidal vertical load problem for the
diffusion forces have a similar form while their coefficients seems totally different.
However, when the relations taken from the both approaches are merged with the
values taken from the Al,O3-NiAl composite, the obtained diffusion force values for
the both ways are seemed neglegibliy equal to each other. Therefore, this
examination gave an extra opportunity to control the calculations of the study.
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1. GIRIS
1.1 Tezin Amaci

Bu tez calismasiin hedefleri, iki elastik katidan olusan bir karisim ortamina ait
blinye denklemlerindeki bilinmeyen katsayilarin, bilesenleri birbirine gore bagil
hareket etmeyen karisim bilesenleri kosulu altinda, tespitine yarayan bagintilar elde
etmek, bulunan sonuglarin uygulanmasi amaciyla yari-sonsuz bir karigim ortami igin
siniizoidal yayili yiik problemini ¢6zmek ve Al,O3; - NiAl kompozitine ait veriler

yardimiyla elde edilen sonuclari gorsellestirmektir.

Bu kapsamda oOncelikli olarak iki elastik katidan olusan bir siirekli ortamin karisim
kinematigi ele alinacak, calismada kullanilacak teorinin verdigi biinye denklemleri
tanitilacak, sonrasinda sinilizoidal yayili yiikk probleminde kullanmak {izere
denklemproblem igin belirlenen biinye ve denge denklemleri tekil ve karisim
ortamlarinda Love sekil degistirme fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilecek, daha
sonrasinda ise sinir kosullarinin bu fonksiyonlara tatbik edilmesi neticesinde
probleme ait c¢oziimler elde edilecektir. Bulunan sonuglar Al,O3 - NiAl

kompozitinden elde edilen veriler kullanilarak degerlendirilecektir.

1.2 Literatiir Arastirmasi

Giintimiizde, endiistriyel ilerlemenin ihtiyaglarini karsilayabilecek niteliklere sahip
bir malzemenin elde edilmesi istegi ve arzusu, bu cercevede ele alinabilecek
malzemelerin fiziksel ve kimyasal 6zelliklerinin gelistirilmesi yoniindeki cabalari
arttirmaktadir. Bu durum cesitli uygulama sahalarinda kompozit malzemelerin
kullanim olanaklarinin aragtirtlmasini da gittikge 6nemli kilmaktadir. Bu arastirmalar
ozellikle tekil bir malzemenin istenen ihtiyaglar1 tam olarak karsilayamadigi ortamlar
igin kritik rol oynamaktadir. Bu cercevede, tekil olmayan bir malzemenin
termomekanik o6zelliklerinin analiz edilebilmesi i¢in bu 6zellikleri kapsayan sistem
denklemlerini elde etmek amaciyla cesitli ¢alismalar yiiriitiilmistiir. Sonug¢ olarak

giiniimiiziin stirekli ortamlar mekanigi prensipleri ve metodolojisi temel alindiginda,



karisimlarin teorisi bu ¢alismalar i¢in uygun bir yaklagim olarak gelistirilmistir. Bu
konudaki c¢aligmalar incelendiginde; karigimlarin teorisine ait  gliniimiiz
termomekanik siirekli ortam formiillerinin kdkenleri Truesdell ve Toupin (1960) ile
Green ve Naghdi (1965)’nin ¢alismalarma kadar uzanmaktadir. Bu konudaki daha
kapsamli arastirmalar ise Bowen (1976), Atkin ve Craine (1976), Bedford ve
Drumheller (1983) ile Rajagopal ve Tao (1995)’nun ¢alismalarinda bulunmaktadir.
Ozellikle de iki ya da daha fazla katidan olusan karisimlarin biinye teorisi Green ve
Steel (1966), Bowen ve Wiese (1969) ile giiniimiizde Rushchitsky (1996, 2008),
Iesan (1994, 1997, 2011), Ciarletta (1998), Burchuladze ve Svanadze (2000),
Passarella ve Zampoli (2006), Leseduarte ve Quintanilla (2008), Simchuk ve Priz
(2010), Muti ve Dokuz (2015)’un da aralarinda bulundugu birgok yazar tarafindan

dikkate alinmistir.

Etkilesim icerisindeki siirekli ortama ait genel termodinamik teorisinin Green ve
Naghdi (1965) tarafindan gelistirilmis bulunan formda kullanilmasi sonucunda;
Green ve Steel (1966)’in c¢alismalarinda iki non-lineer elastik katidan olusan bir
karisim i¢in temel biinye denklemleri elde edilmistir. Bu genel denklemlere ilave
olarak Steel (1967a, 1967b) tarafindan; iki elastik katidan olusan izotropik bir
karisim ortami i¢in lineer teori gelistirilmistir. Bir baska calismasinda ise Steel
(1968a, 1968b), karisim teorisinin gelistirilmesindeki temel esasin, makroskopik
oranlar baz alindiginda karisima ait her bir parcacigin icerisinde o karigimi olusturan
katilara ait pargaciklarin da bulunmasi kosuluyla belirli tiirlerdeki kompozit malzeme

ya da ikili alagimlarin davraniglarin1 tanimlama girisimi oldugunu belirtmistir.

Literatiir aragtirmasi bize gostermektedir ki etkilesim ortamina ait karisim teorisinin
pratik problemler {izerindeki denenmis uygulamalar1 olduk¢a az sayidadir. Bunun
sebepleri incelendigi takdirde sinir sartlarinin belirlenmesinde yasanan zorluklar ve
karisimi olusturan bilesenler arasinda Ongoriilen etkilesimin modellenmesindeki
giclikler ile karsilasilmistir (Rajagopal ve Tao, 1995). Karisim teorisi alaninda
Giirgéze ve Dokuz (1999, 2002)’un tekil bir noktaya etki eden bir kuvveti inceleyen
calismalari, Kelvin ve Boussinesq problemine ¢6ziim olarak ilk niteligi tasimaktadir.
Bagka bir c¢alismada ise Dokuz (2005), Boussinesq probleminin ¢dziimiinden
yararlanarak lineer elastik kati karisiminin igerisindeki her bir bilesene ait fiziksel

miktar1 analitik olarak hesaplama girisiminde bulunmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE DENKLEMLER
2.1 Tekil Elastik Ortam icin Lineer Biinye Denklemleri

Izotropik oldugu varsayilan tekil bir malzemenin sabit p, yogunluguna sahip oldugu

ve izotermal oldugu kabul edilsin. Malzemeye ait parcaciklarin t zamaninda sahip

olduklar1 konum
x =x(Xt) (2.1)

olarak gosterilmektedir.

Sekil degistirmenin ¢ok kiiclik oldugu kabulii ile, sekil degistirme siirecinde birbirine
yakin parcaciklar arasinda meydana gelebilecek tiim yer degistirmelerin ve bunlarin
konum ve zamana gore tiirevlerinin ¢ok kiigiik kaldigi ve bunun neticesinde de
denklemlerde sadece lineer terimlerin kaldigi g6z Oniine alinmistir. Ortama ait
parcaciklarin kartezyen koordinat sisteminde yer degistirmeleri u; asagidaki gibi

tanimlanir.
Xj = Xi + Uj (22)

(Sekil 2.1)’de de goriildiigi gibi buradaki X;, malzemeye ait olan maddesel hacim
elemaninin sekil degistirme baglamadan 6nceki referans konumunu belirtirken, x; ise

sekil degistirme sonrasi1 sahip olunan yeni konumu gostermektedir.

X3

X1

Sekil 2.1 : Tekil ortamda sekil degistirme.



Tekil malzemenin maruz kalacagi sekil degistirme tansorii €j’nin, lineer elastik

katilar igin

_ 1 aui n au]‘
& = 2\0x; " ax; (2.3)

seklinde olacagi bilinmektedir. Burada yer alan ; ve j alt indisler olup, matris
formatinda yazildiginda, tansor ya da vektorlerde hangi satir ve siitundaki elemanin

hesaba katilmasi1 gerektigini belirtmektedir. Ayn1 denklem,

1
Ei]' = E (ui‘j + U.]"i) (24)

olarak da ifade edilebilir. Buradaki indisler arasinda yer alan virgiil isareti konuma

gore tlirev islemini temsil etmektedir.

Lineer ve izotropik bir malzeme i¢in oj; gerilme ve g;; sekil degistirme tansorleri

arasindaki iliskiyi veren biinye denklemi asagidaki gibi ifade edilir.
Oij = A €mm &jj + 2 P g (2.5)

Bu bilinye denklemi ifadesinde yer alan terimlerden &;;, kronecker deltasidir ve matris

formatinda birim matrise karsilik gelir.

100
[85] = [0 1 0] (2.6)
00 1

(2.5) Biinye denkleminde bahsi gegen A ve p katsayilar1 ise Lamé katsayilar1 olarak

adlandirilir ve E elastiklik modiilii ve v Poisson orant ile iligkileri

L= vE _ E 27
S AT —2v) =+ 27)
seklinde ifade edilir.

Yine (2.5) biinye denklemi ifadesinde yer alan my alt indisleri, tekrarlanan indisler

olup Einstein toplama kuralina gére asagidaki (2.8) bagintisini temsil eder.

Emm = €11 + €22 + €33 (2.8)



(2.4) sekil degistirme tansorii (2.5) biinye denkleminde yerine konuldugu takdirde,

oj; gerilme ifadesi ile u; yer degistirme vektorii arasindaki
O'i]' =A um,m 81] + u (ui‘]- + uj,i) (29)

iliskisine ulasilir. Yer degistirme vektorli ve gerilme bileseni arasindaki bulunan bu

bagint1 agagidaki tansorel formda da ifade edilebilir.
c=A(V-u)I+pu[Vu+ (Vu)T] (2.10)

Burada ¢ ve | terimlerinin acik formlari ¢ = ojeje; ve 1=35e¢; seklindedir.

Buradaki e ve e birim vektorleri temsil etmektedir. Ikinci mertebe tansorlerde

gegerli olan e;e; gosterimine diyad adi verilir. V simgesi Nabla Operatori olarak

adlandirilir ve V = e; % seklinde tanimlanir.

V Nabla Operatorii kullanilarak tansdrel notasyonda Gradyan ya da Diverjans

islemleri asagidaki gibi yazilabilmektedir:

9] 0
Vu = eia—Xiu]-e]- = u]-’ieiej 5 V-u= (ei a_Xl) : (ujej) = u]-’iSi]- = Ui (2.11)
Son olarak, (2.10) denkleminde yer alan T ifadesi ise Transpoze islemini ifade eder
ve etkilesime girdigi bilesenin satirlari ile siitunlarimin yer degistirmesi neticesini

verir. Transpoze islemini indis notasyonu kullanarak ve (2.10) ve (2.9) islemleri

arasinda bir baglant1 olusturacak sekilde ifade edersek, u; yer degistirme bilesenleri
icin (Vu)T = (ujli)Teie]- = u; je;e; seklinde bir sonug elde edilir.

Siirekli bir ortam i¢in kabul edilebilir bir gerilme alaninin asagida verilen denge

denklemini de saglamas1 gerekir
ojij +fi=0 (2.12)

Bu ifadede yer alan f; terimi kiitle kuvveti olarak adlandirilir ve birim hacim basina

diisen agirlik kuvvetini temsil eder.

Gerilme — yer degistirme iliskisini veren (2.9) denklemi, (2.12) denge denkleminde

yerine konulursa, yer degistirme ve kiitle kuvvetini ihtiva eden



pug+ A+ wWu;+f=0 (2.13)
Navier denklemi elde edilir. Ayn1 denklem tansorel formda,
uVu+QA+p)VvVV-u)+f=0 (2.14)

seklinde yazilabilir. Bu ifadedeki V2 sembolii Laplasyen operatorii olup, VZu terimi

d d
Vzll =V- (Vll) = eia . <e]- aukek) = uk,i]-Si]-ek = ui,jjei (2.15)
1 ]
ve V(V - u) terimi ise
0 0
V(V . ll) = eia_Xi e]- a_X] cUg€k | = ei(uk,]-Sjk)'i = u]-,jiei (216)

vektorunu temsil etmektedir.

2.2 Tekil Ortam I¢in Galerkin Vektorii Coziimii

Yer degistirme vektorii U ile kiitle kuvveti vektorii f biiylikliiklerini igeren Navier
denklemi Galerkin vektorii olarak adlandirilan bir tanim yardimiyla biharmonik bir
denkleme donilismektedir. Biharmonik denklemler lineer elastisite teorisinde siklikla
karsilagilan dordiincii mertebeden kismi diferansiyel denklemlerdir. Biharmonik bir

denklem, V* biharmonik operator olarak adlandirilmak iizere,
V4 =0 veya V2V3f=0 (2.17)
seklinde gosterilir ve operatdriin agik hali asagidaki gibi verilir:

o* o* ot o* o* o*
ox* = dy* 0zt 2 0x? dy? 2 0x? 0z2 2 dy? 0z?

(2.18)

(2.17) biharmonik denkleminin ¢6ziimiinii veren herhangi bir f fonksiyonu

biharmonik fonksiyon olarak isimlendirilir.

(2.14) ile verilen Navier denkleminde kullanilmak tizere Galerkin vektoriiniin (G) u

yer degistirme bileseni ile iliskisi ise agsagidaki gibi tanimlanmaktadir (Fung, 1968):



2uu =2(1 = v)V2G -V (V- G) (2.19)
Elde edilen bu ifadeyi sadelestirmek amaciyla

1 A+ 2u
-—G=F A=2(1-v) =
2u (1=v) A+

(2.20)

kabulleri yapilirsa (2.19) ifadesi asagidaki gibi daha basit ve sade bir hale getirilir.
u=AV2F-V(V-F) (2.21)
Elde edilen bu sonug (2.14) Navier denkleminde yerine yazildigi takdirde,
LWAVAF + [AQA+ ) — A+ 2]V (V-V?F) +f =0 (2.22)
ve koseli parantez icerisindeki kisim (2.20)’daki tanim nedeniyle sifir olacagt igin,

VAF = —Lf (2.23)
uA

bagintisina ulagilir.

G Galerkin vektori ile F vektorii arasindaki doniisiimi belirten (2.20)’daki tanim

elde edilir.
Ortama etki eden yiikklemenin yaninda f kiitle kuvvetinin etkisi siklikla ihmal edilir.
f = 0 oldugunu kabul edersek ortamin u yer degistirmesine ait problem,

V*F = V*G = 0 (2.25)

seklinde biharmonik bir denklemin ¢6ziimiine indirgenmis olur.

Bu noktadan sonra, ¢6ziimii ve sonucu degistirmeyecegi goriildiigiine gore, G yerine

F vektorii Galerkin vektorii olarak isimlendirilmeye devam edilecektir.



2.3 Tekil Ortam i¢in Love Sekil Degistirme Fonksiyonu

F Galerkin vektorii genel durumda ii¢ bilesenli tansorel bir biiyiikliiktiir. Bu
bilesenlerden ikisinin sifir oldugu 6zel durum, eksenel simetrik problemlerin ¢éziimii
icin elverisli bir ortam saglamaktadir. Eksenel simetrik problemlerin ¢oziimlerine
hazirlik amaciyla, Galerkin vektoriiniin bilesenlerinden ikisinin sifir oldugu durum

incelenecektir.

Bu ¢er¢evede F Galerkin vektoriiniin bilesenlerini
F={0, 0, Z(x,v,2)} (2.26)

seklinde gosterelim. Burada sifirdan farkli olan Z(X,y,z) fonksiyonu, Love sekil
degistirme fonksiyonu olarak isimlendirilir ve F Galerkin vektorii ile olan iligkisini

veren (2.26) ifadesi vektorel formda asagidaki gibi yazilabilir:
F=7(xy,2)e; (2.27)

Bu durumda F Galerkin vektoriiniin biharmonikligini belirten (2.25) denklemi de

Z(x,y,z) Love sekil degistirme fonksiyonu cinsinden
V4(Ze3) =0 V4Z(x,y,2) =0 (2.28)

seklinde ifade edilebilir.

Biharmonik denklemi ¢6zmekte kullanilan bir yontem, (2.28) denkleminde yer alan
Z(x,y,z) Love sekil degistirme fonksiyonu i¢in X, y ve z degiskenlerine bagli olan
uygun bir biharmonik fonksiyon 6nermek ve fonksiyonda yer alan bilinmeyen
katsayilar1 sinir kosullari yardimiyla tespit etmektir, (Fung, 1968). Bu yaklasim

big¢imi ters yontem olarak da isimlendirilmektedir.

Z(x,y,z) Love sekil degistirme fonksiyonu i¢in Onerilen biharmonik fonksiyon

asagidaki gibidir.
Z(x,y,z) = (EZ + a) Y(x,y,2) (2.29)

Bu ifadede © ve d bilinmeyen sabit katsayilar temsil etmekte, W(x,y,z) ise ilgi

alanimizda olan siniizoidal yayil yiik problemine uygun olarak



Y(x,y,z) = cos (?) cos (%) f(z) (2.30)

seklindeki bir fonksiyon olarak kabul edilmektedir. Buradaki [ ve L biytkliikleri
keyfi sabitlerdir. Harmonik bir fonksiyonun (¢z + d) gibi bir fonksiyonla garpilmas
biharmonik bir fonksiyon verir. Dolayisiyla, W(x,y,z) fonksiyonunun harmonik
olmasi Z(X, y, z) 'nin biharmonik olmasi igin yeterlidir. Bu durumda f(z) nin degerini

bulmak amaciyla V¥ = 0 islemi yapildiginda

VY = (l— 1;—22 — TL[‘—j f(z) + f”(z)) cos (?) cos (%) =0 (2.31)

denklemi elde edilir. Buradaki cos (%) cos (%) terimi sifirdan farkli kabul

edildigine gore, parantez igerisindeki terim sifira esit olmalidir.
" TC TT
f(z) —y*f(z) = 0, y = (_) + (_) (2.32)

Bu basit denklemin ¢oziimii C,;ve C, sabit katsayilar olmak tzere, f(z) = C;e¥* +
C,e™ Y% seklinde elde edilir. z parametresi sonsuza gittiginde ¢oziimlerimizin sonlu

kalabilmesi adina C; = 0 alinir ve
c =1cC,, d = dC, (2.33)

tanimlar1 yapilirsa, Love sekil degistirme fonksiyonumuzun

Z(x,y,z) = (cz + d) cos (?) cos (H) e vz (2.34)

seklinde ifade edilmesi gerektigi sonucuna ulasilir. Burada ¢ ve d, problemin sinir

kosullar1 yardimiyla tespit edilmesi gereken iki sabit katsayidir.
F = F;e; Galerkin vektorii (2.21) ile verilen u yer degistirme alaninda yerine

konulursa

9? 5}

]
u; €; = AM Fiei - a_ziei (a—Z]e] . erk) , (235)

ve dolayisiyla



uj = AFyj; — Fyji, (236)

elde edilir. F=0, F,=0 ve K =Z olduguna gore, (2.36) yardimiyla, u yer

degistirme alanini olusturan uy Uy Ve U, bilesenleri ile Z(x,y,z) Love sekil degistirme

fonksiyonu arasindaki iligkiler asagidaki gibi yazilabilir.

ez 0% 537

W= 621 623 B 0x 0z — ( | )

ez 9% 538

42 = 0z,0z;  0ydz Yy (238)
0°Z 0°Z 0°Z

U3=Aﬁ+Aa—yz+(A—1)ﬁ = U, (2.39)

(2.37)-(2.39)’da ifade edilen uy uy ve u, yer degistirme bilesenleri (2.9) biinye
denkleminde yerlerine yerlestirilirse, oj; gerilme bilesenleri Z(x,y,z) Love sekil

degistirme fonksiyonu cinsinden asagidaki sekilde elde edilir:

=A(A-1) il + i + o 2 07 2.40
Oxx = 0x%20z 0y%0z 0z3 " 9x2 a2 (2.40)
= = -2 o’z 2.41
O-Xy_o-yX_ I’laxayaz ( ' )
[ 93Z 037 037
Ogy = Oz = I AaX3 + Aax 3y2 +(A—-2) %072 (2.42)
=A(A-1) 2 + oL +63Z 2 oL 2.43
Oyy = 0x20z  dy?0z  0z° H dy? 0z (243)
03Z 03Z 03Z
Gyz = O'Zy =uU Aax2 ay + Aay3 + (A - 2) 6y022 (244)

3

03 03 d
Lo )+[(A+2u) (A1) (a—ZZ> (2.45)

0x? 0z + dy? 0z

GZZ=[?\(A—1)+2uA]<

Z(x,y,z) Love sekil degistirme fonksiyonuna ait (2.34) agilimi (2.37)-(2.39) daki uy

Uy U; yer degistirmelerinde ve (2.40)-(2.45)’deki oj; gerilme bilesenlerinde yerlerine
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konulursa, siir kosullarina bagli olarak elde edilecek nihai yer degistirme ve gerilme

degerleri asagidaki gibi bulunur.

uX=—%[ycz+ yd—c]sin(?)cos(ﬁ—lly) e~ Y* (2.46)
uy = —%[ycz+ yd—] cos(?)sin(%) e"Y? (2.47)

u, = —y([ycz+ yd—c] + [2A —1]c) cos (?) cos (ﬁ_Ly) e v? (2.48)

ve

2 T X

| s
Ogx = —2 u<l—2 [ycz+ yd—c]+[A—-2] y2c> cos (T) cos (TY) e Y? (2.49)

T X Ty
= —_— — 1 A i il -Yz
Oxy ZulL[ycz+ yd c]sm(l)sm(L)e (2.50)

TC
O—XZ=GZX=2|’1YT([YCZ+ Yd—C]

+ [A —1] ¢)sin (?) cos (T[—Ly) e~ VZ (2.51)

2

P L _ — 9142 X Y\ o-vz
Oyy = 2u<L2[ycz+yd c]+[A 2]yc>cos(l)cos(L)e (2.52)

_ T _ _ XY sin (2Y) o-
GyZ—ZuyL([ycz+yd c]+[A 1]c)cos(l)sm(L)e vz (2.53)

T X Tt
0z =2uy*([ycz+ yd—c]+Ac)cos (T) cos (TY) e"Y? (2.54)

Bu noktada elde edilmis olunan yer degistirme ve gerilme bilesenleri, siniizoidal

yayil1 yiik probleminde incelenecektir.

2.4 Tekil Elastik Ortam I¢in Siniizoidal Yayih Yiik Problemi

Kullanacagimiz smir kosullarinin aynisin1  karisim ortamma da uygulamay1

diisiindiigiimiiz  i¢in, siniizoidal dikey yayili yiikk probleminin uygulanabilirligini

11



sinamak amaciyla, tekil ortamda elde ettigimiz (2.46)-(2.48) yer degistirme
bilesenleri ve (2.49)-(2.54) gerilme bilesenlerine bu problemi tatbik edelim.

Bunu uygulamak igin gerekli olan sinir kosullarimiz asagidaki gibidir.

X

ze|z=0 =0, 0-}"Z|Z=0 =0, GZZ|Z=0 = Rcos (T) cosS (%) (2.55)

Z

Sekil 2.2 : Sinir yiizeyine dikey olarak etki eden siniizoidal yayili yiik.

Bu sinir kosullarinda, izotropik elastik bir katiya ait tekil bir ortam i¢in z > 0
araligin1 kapsayan yar1-sonsuz bir uzayin (Sekil 2.2) yiizeyine diisey olarak etki eden

sinlizoidal yayili bir yiikk uygulanmistir.
Bu yayili yiik ifadesindeki I, L ve R terimleri keyfi sabit olarak alinmistir.

Gerilme bilesenlerine ait (2.55)’de verilen sinir kosullari, tekil ortam igin (2.49)-
(2.54)’de buldugumuz gerilme ifadelerine uygulandigi takdirde, bu ifadelerde yer
alan ve tanimlar1 (2.33)’te verilen ¢ ve d sabit katsayilar1 asagidaki gibi bulunur.

R [2—-A]R

Ty d= (2.56)

C =

Bu elde edilen ¢ ve d katsayilart ile beraber (2.7), (2.20) ve (2.32)’de p, A ve y igin
verilen ifadeler birlestirildigi takdirde (2.46)-(2.48) yer degistirme bilesenleri ve
(2.49)-(2.54) gerilme bilesenlerine ait sonug degerleri asagidaki gibi bulunur.
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R[1+ V] [ 12

= — — i B H —YZ
Uy E 1T[12+L2][YZ 1+2v]sm(l)cos(L)e

_ R[1+v] L [ 1+2v] (T[X) _ (TEY) vz
Uy = E T2+ 2] Yy Z vlcos (-~ )sin(7) e

u, = —Mé[y z+2—2v]cos(3() cos(H) e~ Yz

E I L
ve
Ooxx = —R —[l2 1] (L?[y z— 1] + [2[-2V]) cos (?) cos (TI_LY) e~ YZ
Oxy =R [lzl_|_—LLZ][y z— 14 2v]sin (?)sin(%y)e-vz
oxz = R % zsin (?) cos (ﬁ_Ly) T
oyy = —R [lleLz](lz[y z— 1] + 12[-2 v]) cos (?) cos (ﬂ—Ly) e VZ
Oy, = R % Z COS (?) sin (?) e~ YZ
0,, = R[yz+ 1] cos (?) cos (ﬂ—Ly) e~ VZ

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

Bu durumda basarili bir sekilde tekil ortamda denenmis olunan siniizoidal yayili yiik

problemi ayni1 sekilde karisim ortamina da tatbik edilebilir.
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3. IKi ELASTIK KATIDAN OLUSAN KARISIM ORTAMI
3.1 Iki Elastik Katidan Olusan Karisim Ortam Icin Lineer Biinye Denklemleri

Green ve Naghdi (1965)’nin siirekli ortamlar teorisi kullanilarak, lineer olmayan iki
elastik kati karisiminin biinye denklemleri Green ve Steel (1966) tarafindan elde
edilmistir. Daha sonra bu denklemlerin lineerlestirilmesi ve karisimdaki sekli
degistirmelerin kii¢iik oldugu durumlar i¢in uygulanabilir bir forma doniistiiriilmesi

Steel (1967a) tarafindan gergeklestirilmistir.

Karisim teorisi genel olarak, karisima ait bilesenlerin her birinin birbirine gore farkl
yer degistirmeler yaptig1 esasina dayanir. Bu kisimda, iki elastik katidan olusan
karigtmin lineer biinye denklemlerinin genel formlar1 ve bu cergevede alinan temel
kabuller siralanacaktir. Ik olarak, iizerinde ¢ahistigimiz karisimin higbir kuvvetin
etkisi altinda kalmadiginda denge durumunda oldugu ve ortamdaki tiim hareketlerin
izotermal oldugu kabul edilmektedir. Ayrica, karigimin izotropik oldugu ve karisimi
olusturan elastik kat1 bilesenlerin ilk anda p; ve p, sabit yogunluklarina sahip oldugu

da varsayilmaktadir. Karisim bilesenlerine ait parcaciklarin t zamanindaki konumlari,
x =x(X,t), y =y(Y,t) 3.1

olarak gosterilmistir.

Buradaki X ve Y parcaciklara ait referans konumlaridir ve karisimlar teorisinin temel
kabulii olarak, sekil degistirebilen parcaciklar ilk anda ayni konumu paylasirlar. Bu
durum indis notasyonunda, Lagrange tanimi cergevesince, X; =Y; olarak da

gosterilir.

Bundan sonraki islemlerimizde ortaya cikabilecek tiim yer degistirmelerin ve
bunlarin zamana ve konuma gore tlirevlerinin ¢ok kiigiik olacagi kabulii altinda
hesaplamalarimizda karisim bilesenlerine ait bagintilarda yalnizca lineer terimleri
almamiz yeterli olacaktir. Parcaciklarin referans konumlan ile yer degistirmeleri

arasindaki iligki,
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Xj = Xi + ui(l) , yi = Yi + ui(z) (32)

seklinde tanimlanabilir.

Karigim ortamini olusturan bu elastik katilarin sekil degistirme tansorleri ise, lineer

teori baz alinarak,

1{ou® aulV 1{0u? ou?
_ = i = i
ik =3 ( X T o ) Bik 2( Y. v, ) (3.3)

olarak gosterebilir.

Burada kullanilan u® terimi, p’mc1 elastik katin yer degistirmesini temsil
etmektedir. Karisimda sadece 2 adet karisim bileseni kullanildigi i¢in B’nin da
alacagr degerler 1 ve 2 olacaktir. Karistim ortamini olusturan bilesenlere ait
gerilmeleri ve bilesenler arasindaki difiizyon kuvvetini temsil eden biinye

denklemleri asagidaki sekilde ifade edilmistir (Steel, 1967a):
Oik + %20ik = AemmSik + 21 €ik + A38mmOik + 2H38ik — As(hjx —hyy)  (3.4)
Tik — %2 8ik = A28mmOik + 2H28ik + AsemmOik + 2uzejk + As(hiyx —hy)  (3.5)

— 510(2 agmm 520(2 aemm
P =757 9%, b 0Xx

(3.6)

Bu denklemlerde karsilagilan tekrarlanan indisler, ait olduklar1 terim i¢in 1’den 3’e
kadar toplama islemini ifade eder. Buradaki katsayilarin tamami ise bilesenlerin

yogunluklar1 p; ve p,’ye bagl sabitlerdir.

B aufj) aui(z)

he = 5=p.+p,, o = A5 — A 3.7
ik 2X; + Yy p=p1t+pP2 2 3 — Ay (3.7)

Bununla birlikte, o, katsayisi aym1 zamanda baslangic konumundaki kismi (6n)
gerilmeyi temsil eder. A3, As ve pg ise (3.4) ve (3.5) denklemlerinde iki karisim
bileseni arasindaki etkilesimle iliskili katsayilardir. Ortamin sadece karismis halinin
izotropik oldugunu varsaymak yerine, bu karisimi olusturan her bir katinin ayr1 ayri
izotropik oldugunu kabul ettigimiz takdirde A5 katsayisi A = 0 olarak ele alinabilir.

M, M1, Az ve up katsayilart da 1 ve 2 nolu katilara ait Lamé elastik sabitleridir (Steel,
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1967b, 1968a). Her iki katiya ait Lamé elastik sabitleri, (2.7)’deki denklemlere
uygun sekilde asagidaki gibi tanimlanir.

1 no’lu katiya ait Lamé elastik sabitleri A; ve p:

1 = vy Eq _ E, 38
L= AT vd—2v) M=o T v (3:8)
2 no’lu katiya ait Lamé elastik sabitleri A, ve !
Vo EZ EZ
Ay = : = :
2= T+ v -2v) H2 = T vy (3.9)

Karisim Dbilesenleri arasinda herhangi bir kimyasal reaksiyon bulunmadigi
diistintildiiglinde, kiitlenin korunumu ilkesi geregince, ¢ok kiiclik sekil degistirme

durumu i¢in asagidaki bagintilar yazilabilir:

P1 = 61(1 a emm) ’ P2 = 52(1 - gmm) (310)

Burada p; ve p, sekil degistirme sonucunda bilesenlerin sahip olacaklar1 yeni

yogunluklarini gostermektedir. Ikili karistm ortamu icin denge denklemleri ise
Oiki — Pk + Fx = 0, Tiki + Pk + Gk =0 (3.11)

seklinde ifade edilir. Bu denklemlerde bahsi gecen Fy ve Gy terimleri birim hacim
basimna karisim bilesenlerine gelen agirlik kuvvetini tanimayan kiitle kuvveti

vektorleridir.

Karistmin bir biitiin olarak davramisi tekil bir elastik siirekli ortamin mekanik
davranisi ile benzerlik gostermektedir. Karisimlar teorisine gore de karisim stirekli
ortamina ait toplam gerilme t;; = ok + T seklinde ifade edilir. Bilesenlere etki
eden F¢ ve Gk kiitle kuvvetleri ihmal edildigi takdirde, bu toplam gerilme
denkleminin X;’ye gore tiirevi (3.11)’deki denge denklemlerinin toplamina esit olur.
Bu sayede tj; = 0 iliskisi elde edilir. Bu durumda, F¢ ve Gy kiitle kuvvetlerinin
yoklugunda (3.4)-(3.6) denklemlerinden t;; = 0 ifadesi uyarinca asagidaki denklem

elde edilir.

2(py + u3dejki + A +Aemmi + 2(Hy + 13)8iki + (A2 +A3)8mmk = 0 (3.12)
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Elde edilen bu denklem ve iizerinde calisilan diger denklemlerde karigim ortamini
olusturan her bir bilegenin ayr1 ayri izotropik oldugu ve buna bagli olarak A5 = 0
ifadesinin gegerli oldugu kabulii kullanilmaktadir. (3.3)’te bulunan ejx ve gik sekil
degistirme tansorlerine ait ifadelerin de en son (3.12)’da elde edilen denge
denklemine dahil edilmesiyle, karisim ortamina ait yer degistirme denklemleri

(3.13)’deki gibi vektorel formda ifade edilebilir.
(ny + Hs)vzu(l) + A1 + A4 + g+ p3)V (V : u(l))
+(y + )V + O + 25 + 1y + pa)V(V-u@) =0 (3.13)

Aym sekilde asagidaki sekil degistirme — yer degistirme ve gerilme — yer degistirme
iligskilerini temsil eden bagintilar asagidaki tansorel formlarda yazlabilir. Bu

ifadelerdeki | birim tansordur.
2e = Vu®) + (Vu®)", 2g = Vu® + (Vu@)’ (3.14)
V-u® =e,,, V-u®=g (3.15)

6+ ol =2 (V- uM)+ [Vu(l) n (Vu(l))T]
+23(V - u@)+ g [Vu(z) + (vu(z))T] (316)
m— ol =2, (V- u@) +p, [Vu(z) N (Vu(z))T]

(7 uD) + g [Vu® + (Vu®)'] (3.17)

b= plpO(Z V(v u®) + %v(v ) (3.18)

3.2 Biinye Denklemlerindeki Bilinmeyen Katsayilarinin Hesaplanmasi

Karisim ortaminin davranisini matematik diliyle ifade eden biinye denklemlerinde
yer alan Aj, pi, A, ve pp katsayilarinin bilesenlere ait Lamé elastik sabitleri olarak

diistiniildigii belirtilmisti. Bunlarin disinda, bilinmeyen fakat bilesenler arasindaki
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etkilesimlerle de ilgili olan A3, A4 ve ps katsayilarmin tespiti amaciyla {li¢ basit

deneyin matematiksel sonuglarindan yararlanacagiz.

3.2.1 Basit ¢ekme problemi

Elastik bir numuneye X dogrultusunda ¢ekme Kuvveti uygulandiginda probleme ait

c 00
gerilme tansorii [tii]: 0 0 O] seklinde (t;; = o) yazilabilir. Bu numunenin iki
0 00

elastik katidan olusan bir karigim oldugu disiiniiliirse, t;; gerilme bileseni t;; = oy; +
Tt;; bagimtist uyarinca ortamin toplam gerilmesini temsil eder. (3.4) ve (3.5) numaral

blinye denklemleri hatirlandiginda deneye ait x-y-z dogrultularindaki gerilme

bilesenleri asagidaki gibi yazilabilir:

011 + 0z = (A + 21y )eq1 + A1(e52 + €33) + (A3 + 213)811

+23(822 + 833) (3.19)
Typ — 0y = (A4 + 2pz)eqs + Ag(ezn + €33) + (A2 + 212)811

+22(822 + 833) (3.20)
Oz2 + 0y = (A + 2py)esn + A (eq1 + €33) + (A + 2p3)82;

+A3(g11 + 833) (3.21)
T2 — 0 = (Ag + 2p3)ezz + Ag(eqs + e33) + (A + 2p5)82;

+22(811 + 833) (3.22)
033 + ap = (A + 2py)ess + A (eq1 + €32) + (A + 2p3) 833

+23(811 + 822) (3.23)
T3z — 0z = (A4 + 2u3)ess + Ag(eqr + ez2) + (A + 2p3) 833

+22(811 + 822) (3.24)

Yukaridaki gerilme ifadeleri i¢in, daha oncesinde Steel (1968b) ve Dokuz (2005)
tarafindan da kullanilmis olan, y-z dogrultularindaki toplam gerilmelerin sifira esit
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Oldugu kabulu O5o + Oy = Ty, — Uy = 033 + Oy = Tizz — 0y = 0 ahnSln. Bu
durumda e,, , €33 , 822 Ve g33 sekil degistirme tansorleri (3.19)-(3.24) denklemleri

kullanilarak e, Ve g,; cinsinden ¢ekilebilir.

€33 = €22, 833 = 822 (3.25)
1

€yy = ﬁ{[M(Ag + Hz) — A Az + p2)lers + (Azuz — Aspa)gaa} (3.26)
1

822 = ﬁ{()\iu?’ - )\.4“1)911 + [A3 (}\4. + H3) - x2()\1 + Ml)]gll} (327)

Buradaki k katsayisi

k=@ + n)Ay + 1) — Az + u3) (A4 + p3) (3.28)

olarak tanimlidir. e,, Ve g,, sekil degistirme tansorlerine dair (3.26) ve (3.27)’de
elde edilen bu ifadelerin (3.19) ve (3.20)’nin toplamindan olusan 0,4 + T;; = O
bagintisinda yerine konulmasi sonucu karigim ortamina ait E Young Modiili

asagidaki mantik kullanilarak elde edilir.
Eeyy = Ejeqq +Ezg14 (3.29)

Burada ifade edilen E, Hooke Yasasi’na (o = E £,4) benzer olarak, iki elastik kati
karisiminin karakteristik 6zelliklerini tasiyan esdeger tekil bir elastik malzemenin
Young Modiilii olup €3 de bu esdeger malzemenin x dogrultusundaki sekil

degistirme tansoriidiir. E;1 ve E; katsayilari ise

Ei =2 + 24+ 2(py + p3)

1
+E{(7\2 +2A3) Az — Agpg) + (A + A A (A3 + p3) — A, (A; + )]} (3.30)

E; =2 + A3+ 2(uy + p3)

1
+E{(7\1 +A) Apz — A3pp) + Az +A3) [A3(Ag + p3) — 2, (A + py)]}  (3.31)

iligkilerini temsil etmektedir.
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3.2.2 Kayma gerilmesi problemi

Basit kayma gerilmesi probleminde gerilme tansorii bilesenleri [tij]z

O a O
O O A
o O O

(veya indis formatinda t;, = t,; = 1) seklindedir. Bu gerilme durumu igin (3.4) ve
(3.5)’teki biinye denklemleri kullanilarak karisim malzemesine ait toplam kayma

gerilmesi asagidaki sekilde elde edilir.

T=01, + My = 2(y + p3)egn + 2(uy + H3)812 (3.32)

Buna ek olarak, Hooke Yasasi uyarinca T = 2 €4, kullanilarak karigim ortamina ait

€41, sekil degistirme tansorii de asagidaki sekilde ifade edilir.

nejp = (Ug + p3legp + (U + H3)812 (3.33)

Bu ifadede gecen p terimi karisim ortamina esdeger olan tekil malzemenin kayma

modiilini temsil etmektedir.

3.2.3 Hidrostatik basing problemi

-p 0 O

Bu problem i¢in matris formatinda [tij] =| 0 —p O | olarak gosterilen gerilme
0O 0 -—p

tansorii bilesen formatinda t;; = t,, = t33 = —p seklinde ifade edilebilir. ifadede

gecen p terimi karigim ortamina etki eden basinci gostermektedir. Bu yiikleme
durumu i¢in de (3.4) ve (3.5)’teki biinye denklemleri kullanilarak karigim ortamina

ait toplam gerilme asagidaki gibi elde edilir:
=3P = Omm + Tmm = [3A; +A4) + 2(uy + p3)lemm
+[3O\2 + 7\3) + 2(”2 + u3)]gmm (3-34)

Buna ek olarak, klasik elastisite teorisinden tekil malzeme i¢in bilinen —3p =
(3A + 21) g iliskisi hatirlanirsa, karisim ortamina ait €, sekil degistirme tansorii

de asagidaki sekilde ifade edilir.
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GA+2Wemm = [B(A +2A4) + 2(1y + 13)]lemm
+[3(A2 +23) + 2(uz + H3)]8mm (3.35)

Burada gegen A terimi karisim ortamina esdeger olan tekil malzemenin Lamé elastik
sabitidir.

Karigim bilesenlerinin birbirine gére herhangi bir bagil yer degistirmesinin olmadigi
bir durumda, bu bilesenlerin yer degistirme vektorleri arasindaki iliski u®® = u® =
w olarak ifade edilebilir. Bu ifadede gegen w terimi ayn1 zamanda karisim ortamina
esdeger olan tekil malzemenin de yer degistirme vektoriinii temsil eder. Bu durumda
karisim ortaminin bilesenlerine ait ve esdeger tekil malzemeye ait sekil degistirme
tansorleri de ey = g;j = €;; olarak gosterilir. Bu iliski (3.29) (3.33) ve (3.35)

bagintilarinda kullanildiginida asagidaki sonuclar elde edilir.

W= pg + Uy + 2p3 (3.37)

Elde edilen bu denklemler, bilesenleri bagil hareket etmeyen bir elastik karigim
ortamina ait A1 , Ay , A3, A4, W, H2 , U3 blinye katsayilari ile bu karisim ortamina
esdeger karakteristik 0zellikler gosteren tekil bir elastik malzemenin A ve p sabitleri

arasindaki iliskiyi vermektedir.

3.3 Karisim Ortamn Icin Galerkin Vektorii Coziimii

Karisim bilesenlerinin her birine ait yer degistirmeleri arasindaki iliskileri veren bir
denklem sistemi daha once Giirgdze ve Dokuz (1999, 2002)’un caligmalarinda
Hembholtz teoremi kullanilarak elde edilmistir. Bu denklem sistemi Navier
denklemlerine benzeyen iki adet denklemden olugmaktadir. Burada ise karisim
ortamina ait u® ve u® yer degistirme vektorleri arasindaki iligskiyi veren (3.13)

denklemini saglayabilmek amaciyla agsagidaki (3.39) ve (3.40) ifadeleri Onerilmistir.
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u® = A,V2F, — B,V(V - F,) (3.39)
u® = A,V?F, — B,V(V-F,) (3.40)

Bu ifadelerde kullanilan A, A,, B; ve B, terimleri keyfi sabitleri temsil etmektedir.
u® ve u® yer degistirme vektorleri arasindaki (3.13) iligkisinin iki Navier
denkleminin toplamina benzemesi nedeniyle F; ve F;, fonksiyonlarinin Galerkin
vektorleri olarak diisiiniilmesi uygundur. Burada (3.39) ve (3.40)’daki u ve u®

ifadelerinin (3.13)’te yerlerine yerlestirilmesi, bizi
(1 + H3)A;V*Fy
+[—(y + 13)By + (g + Ay + 1y + 13)(A; — B)]V[VA(V - Fy)]
+(1z + H3)AV'F,
+[=(uz + 13)Bz + (A2 + A3 + 1z + M3)(A; — B)IV[VE(V-F)] =0 (3.41)

denklemine ulastirir. Az, A, B1 ve B, keyfi sabitler olduklarina gore, (3.41)
denkleminde ortaya g¢ikan V[V?(V-Fg))] terimlerini sifira esitleyecek sekilde

secilmeleri de miimkiindiir. Bu durumda (3.41)’in sadelesmis hali olarak
(1 + H3)A VAF; + (1 + p3)AVAF, = 0 (3.42)

denklemi elde edilir. Bu sadelestirmeye vesile olan Ay , A, , B1, B, keyfi sabitleri ise

asagida verilmektedir.

AL+ A+ 2(pg + p3)

A, = , Bi=—— 3.43
VU200 A g+ ps) (g + pg) YT 20y + ps) ( )
A +H2A+2 +
A, = 2 3 (pz + ps3) ’ B, = (3.44)
20 + A3 + pp + uz) (g + u3) 2(up + u3)

Bu sayede karigim bilesenlerine ait u® yer degistirme vektorleri, Fg Galerkin

vektorlerinin de yardimiyla (3.42)’deki esitligi saglayabilmektedir.

Bu noktadan sonra islem kolayligi saglamak amaciyla, aksi bir ihtiya¢ s6z konusu
olmadigr miiddetge, karisim pargaciklarinin konumlarim belirten parametereler igin

x, y ve z kullanilacak ve indis notasyonu kullanilmayacaktir.
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3.4 Karisgm Ortam I¢in Love Sekil Degistirme Fonksiyonu

Eksenel simetrik gerilme uygulamalar1 s6z konusu oldugunda, Fg Galerkin
vektorlerinin yerine bu vektorlerin 6zel bir durumu olan Love sekil degistirme
fonksiyonlar1 kullanilabilmektedir. Bu fonksiyonlarin 6zelligi ise kiitle kuvvetlerinin
ihmal edildigi durumlarda biharmonik fonksiyon olarak tanimlanabilmeleridir. Bu da
sinir sartlarini saglayan uygun biharmonik fonksiyonlarin bulunmasi halinde, eksenel

simetrik problemin ¢oziilebilecegi anlamina gelmektedir.
F1 ve F, Galerkin vektorleri, Z,(x,y,z) ve Z,(x,y,z) Love sekil degistirme
fonksiyonlar1 cinsinden agagidaki gibi ifade edilir.

F,=7,(x,y,2)e3, F, =7,(x,y,2)e;5 (3.45)

Eksenel simetrik bir problem igin (3.42) denklemini saglayacak olan F; ve F,
Galerkin vektorleriyle iligkili olan Love sekil degistirme fonksiyonlari, (2.28)’de

verildigi iizere,
V4Z, =0, V4Z, =0 (3.46)

biharmonik denklemlerini saglamalidir. Bu durumda (3.18), (3.39) ve (3.40)
denklemlerindeki yer degistirme vektorleri ve diflizyon kuvveti, Love sekil

degistirme fonksiyonlari cinsinden asagidaki sekilde ifade edilir.

927 0%7Z
® _ (B) ® _ _ ®
Uy’ = —B) ox0z Uy =B dy oz’
0%7Z
® _ B)
U =A@ VZe) ~ B 5o (347)
_on _on _on (3.48)
Px = aX‘ py ay' pz = aZ )
burada
o, 0
n= 325 V2[p1(A; — B)Z; + po(A; — B1)Z4] (3.49)
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Ayni sekilde birinci elastik katiya ait (3.16) denkleminde bulunan gerilme ifadeleri
de Love sekil degistirme fonksiyonlar1 cinsinden yazildigi takdirde (3.50)-(3.55)
denklemleri elde edilir.

Oxx + 05

0 62
=5 [7\1(A1 —BV?Z; +A5(A; — Bo)V?Z, — ZW(Blulzl + Bzugzz)l (3.50)

3

yx = —ZW(BM1Z1 + BausZ;) (3.51)

Oyy = O

2

0 d
Oxy; = Ozx = & [H1A1V2Z1 + H3A2VZZZ — Zﬁ (Bllllzl + BZU3ZZ) (3-52)

ny + (06}

0 82
== [)\1(/-\1 — B1)V?Z; + 23(A, — Bp)V?Z, — Za—yz (BiyZ, + B, |J.3Z2)l (3.53)

2

d d
yz = Ozy = o~ IH1A1VZZ1 + U3A,VPZ, — Zﬁ (B1m1Zy + BapsZsy) (3.54)

o ay

0
Oz + 0 = E{DH(A1 —By) + 2H1A1]V2Z1

62
+[A3(A; = By) + 2p3A,]V2Z, — 2@ (By1piZy + lelzzz)} (3.55)

Elde edilen bu (3.50)-(3.55) denklemleri ayni sekilde ikinci elastik kati i¢in de
gecerlidir. Bunun gerceklesebilmesi i¢in ise bu ifadelerdeki A3 , A3, w1 , U3 ve ap

katsayilari sirasiyla A4 , A7 , U3 , P2 ve —ap katsayilari ile degistirilmelidir.

Son olarak tiim bu hesaplamalara karisim bilesenlerinin yiizey (S; ve S;) ve hacim
oranlar1 (V1 ve V;) da dahil edilmistir (Rajagopal ve Tao, 1995).
pp 8V 85

T T8V 58S’

_p2 8V 85,
l1—a= 5. 8V 55 (3.56)
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Karigim ortamini olusturan elastik katilarin, hacim oranlarina bagl olacak sekilde
P(x, y, z) smur yiiklerine maruz kaldiklar1 kabul edilmektedir. Uygulanacak kuvvetin
yari-sonsuz bir yiizey iizerine diisey olarak etki edecegini varsaydigimiz takdirde,

buna uygun sinir kosullari asagidaki gibi olacaktir.
(042 + @2)|;=0 = aP(x,y), (T — 02) =0 = (1 — )P(x,y)

z=0 = 0 ! T[yz|

ze|z=0 =0 ’ T[XZ|Z=O =0 ’ 0-YZ| z=0 = (357)
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4. KARISIM ORTAMI ICiN SINUZOIDAL YAYILI YUK PROBLEMI
4.1 Bilesenleri Birbirine Gore Bagil Hareket Edebilen Karisim Icin Coziim

Karisim ortami bilesenlerine ait A , A2 , A3, As, W1 , L2 , U3 biinye katsayilari ile bu
karistm ortamina mekanik anlamda esdeger tekil elastik bir malzemenin A ve p
sabitleri arasinda, bilesenlerin yer degistirme vektorlerinin birbirine esit oldugu
u® = u® = w durumu igin, (3.36)-(3.38) bagintilar1 elde edilmisti. iki elastik kati
karisimindan olusan ortamlara ait uygulamalar acisindan kisith sayida ¢oziimiin s6z
konusu oldugu literatiire katki saglamak ve (3.36)-(3.38) bagmtilarinin verecegi
bilinmeyen katsayr degerlerini gorebilmek amaciyla, 6rnek bir uygulama olarak
karisim yari-sonsuz uzayma etkiyen siniizoidal yayili yiik problemi ele alinacaktir.
Genel bir ¢oziim elde edebilmek amaciyla, ilk etapta u” = u® = w kisitlamasi
dikkate alinmaksizin, bilesenlerin bagil hareket edebildikleri durum icin F; ve F;
Galerkin vektorleri ve Z;(x,y,z) ve Z,(x,y,z) Love sekil degistirme fonksiyonlari

ile (3.57)’deki sinir kosullar1 kullanilacaktir.
Iki izotropik elastik katidan olusan bir karisim ortami i¢in z > 0 araligin1 kapsayan
yari-sonsuz bir karisim uzaymin (Sekil 2.2) yiizeyine diisey olarak etki eden
siniizoidal yayili bir P(x,y) ytikii diisiliniilsiin.

P(x,y) = Rcos (?) cos (%) (4.1)

Bu P(x,y) yayil yiik ifadesinde yer alan I, L ve R terimleri, ikinci boliimde de oldugu
gibi, keyfi sabitleri temsil etmektedirler.

Love sekil degistirme fonksiyonlar1 cinsinden verilen (3.50)-(3.55) gerilme
bagintilarinin (4.1) ile temsil edilen yayili yik i¢in z = 0 yiizeyinde (3.57) sinir
kosullarin1 saglamasi ve z — oo olurken sifira yakinsamasi gerekir. Z;(x,y,z) ve
Z,(x,y,z) fonksiyonlarinin (3.46) uyarinca biharmonik fonksiyonlar olmak

zorunlulugu bulunduguna gore, daha 6nce bu kosulu sagladigi gosterilmis olan,
(2.29) bagintis1 burada da kullanilabilir.
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X Ty
Zg = (DB1 + DBzz)cosTcosTf(z) (4.2)

Zs (B=1,2) kabuliinde gegen D13, D1y, D21 Ve Do, katsayilart keyfi sabitlerdir. Ikinci
boliimde verilen igslemlerin benzerleri bizi (2.34) ile verilen sonuca gotiiecektir. Buna

gore, Y =/n12 + Mm% , Ny =1/l , n, = /L tanimlan yapildiginda Zg Love sekil

degistirme fonksiyonlari i¢in asagidaki formu kullanmak uygun olacaktir.
Zg = (D81 + DBzz)cos(n1x)cos(nzy)e_YZ (4.3)

(3.57)’deki sinir kosullarinda bahsi gegen Oy,, Ty, Oyz, Tyy, (04 + 0p) Ve (T, —
;) gerilme bilesenlerini bulmak amaciyla, (4.3)’te verilen Zg terimini (3.50)—(3.55)
denklemlerinde yerlerine yerlestirilirse D11, D12, D21, D2y keyfi sabitleri i¢in dort

farkli lineer denklem elde edilir.

—Ra — (A1 — By)Y*(—3D12 + D11yV) (A + 21)

(12 + L*)T*(D12 — D11Y) (BiAy — Ay (A + 2py))
+ —_—
1212
— B2)Y*(—3D3; + D1 V) (A3 + 2p13)

(17 + L)m?(Dyp — D21 Y) (BoAs — Ao (A3 + 2p3))
+ BE =0

(A

R(—1+ a) + (A; — B2)Y*(3D3; — Dy1v) (A5 + 21,)

(1% + L2)T*(Dy; — D21Y)(B27\2 - A, (A, + 2”2))
+
1212
+ (A; —B1)Y?*(3D12 — D11 7) Ay + 23)

(lz + LZ)TTZ(DH - D11Y)(B17\4 —A A+ 2“3))
+ BE =0

1
L (2B41212y(—2D15 + Dy1Y)y + A1 (2D4,1%1L%y + Dy (L2102 + [2(w?

— L2y®)))iy + (2B,12L2y(—2Dy; + Dyyy) + Ay (2D, 112y
+ Dy (L2m® 4 12(® — L2y*)))uz) = 0
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1
E (Zleszy(_ZDzz + D21Y)|J.2 + A2 (2D22[2L2y + DZl(LZT[Z + lz(ﬂ:z

- LZYZ)))HZ + (2B1l2L2Y(_2D12 +Dy1y) + A1(2D1212L2Y (4.4)
+ Dy (L21® + [2(1% = L2y?))))uz) = 0

Bu denklemlerin ¢oziimlerine ise agagida yer verilmistir.

m; R m,R n; R n,R
11 = 2_](3' 12 = W; Dy = V3’ Dy, = ﬁ (4.5)
Bu ¢6ztimlerdeki mj, my, Ny ve n, terimlerinin agilimlar ise asagidaki gibidir.
(A; — 2BD)[a; + pp) — (1 — ) (A3 + p3)]
k(A; — B1)B;
a(A, + —(1-a)A; +
i — (A +p2) = ( )(As + p3) 4.7)
k(A; —By)
(Az — 2B)[a(Ag + p3) — (1 — o) (Ay + py)]
Il1 = (4.8)
k(A, — B2)B;
oA, + —(1-a)A +
_ (Mg +p3) — ( )(A; + pq) (4.9)

2 = k(A, — By)

Ayn1 sekilde, (4.3)’teki Zg fonksiyonlar1 (3.47) denklemlerinde yerlerine

® B ®

yerlestirildiginde, u,™, uy"ve u,” yer degistirme vektor bilesenleri i¢in asagidaki

ifadeler elde edilir:

U;(<B) = BB[_DBN + Dp, (1 — YZ)]T]1Sin(n1X)C05(TI2Y)e_yZ (4.10)
us(rﬁ) = Bg[—Dg1v + Dg2(1 — v2) [nzsin(n,x)cos(n,y)e ™V (4.11)

u;B) = [2v(Bg — Ag)Dgz — ¥*Bg(Dp1 + Dgsz)|cos(nix)cos(nzyde ™ (4.12)

(3.50)-(3.55) denklemlerinin birinci elastik kat1 bilesen i¢in verecegi gerilmeler ise

Oxx + 0 =2 {Yz [D12(A; — B)A; + Dyp(A; — By)As]
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+ T]12[(]31])12111 + BzD22H3)(1 —vz) — (ByDyypy + BzD21H3)Y]}

cos(n;x)cos(n,y)e Y= (4.13)
Oxy = 2N1M2[(B1Dy11y + B3Doqu3)y — (B1Dy2uy + ByDopus3) (1 — yz)]

sin(n;x)sin(n,y)e™Y= (4.14)

Oxz = 2N1Y {D12[A1 —B1(2 —vz)]puy + Dpz[A; — B2 (2 —vz) s
+ (ByD11py + BzD21H3)Y} sin(n;x)cos(n,y)eY* (4.15)
Oyy + 0y = 2 {YZ [D12(A; — B1)A; + Dy(A; — By)As)

+ 12%[(B1D1213 + ByDopps3)(1 —yz) — (ByDqgpy + BzD21H3)Y]}
cos(n;x)cos(n,y)e Y= (4.16)

Oy, = 212y {D12[A1 —B1(2 —yz)]uy + Da2[A; — B2(2 — yz)Jus
+ (ByDy1py + B2D21H3)Y} sin(nyx)cos(nzy)e™r* (4.17)

Oy + 0 = 2Y2 {D12(A1 — B1)A; + Dyp(A; — By)As
+(B1D11py + ByDy1p3)y + D1[2A — B1(3 —yz) [y
+ D3,[2A; — B,(3 — YZ)]H3} cos(n;x)cos(n,y)e™v* (4.18)

seklinde elde edilmektedir. Karisim ortamindaki ikinci elastik katiya ait my, — a5 ,

Myy » Tz » Myy — Oy , Ty, , T,; — &y gerilme bilesenlerinin hesaplanabilmesi igin,
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(4.13)-(4.18)’deki ifadelerde asagidaki katsayr doniisiimlerinin yapilmasi yeterli

olacaktir.

{A1; Ay, By, Bz} - {A2:A1; By, B1}
{D11,D12,D21,D52} = {D31,D55,D11, D15} (4.19)
{0, A, A3, 1} = {—0p, Ap, Ay, 12}

Sekil degistirmenin olmadigi ilk anda karisim bilesenlerinin a, # 0 olacak sekilde
(A3 # A4) bir kismi gerilme tasidiklar1 kabul edildigi i¢in py, py, P, difiizyon kuvveti
bilesenleri de sifirdan farklidir. (3.48) ve (3.49) bagmtilarinda (4.3)’teki Zg’nin

kullanilmasi ile elde edilen diflizyon kuvveti bilesenleri asagida verilmektedir.

Px = _anf_)ﬂ [D12(A; — B1)p2 + D22(Az — B2)pil
sin(n;x)cos(n,y)e V* (4.20)
py = —@ [D12(A; — By)pz + Da(A; — By)psl
cos(n;x)sin(n,y)e Y= (4.21)
20,Y° _ — _
Pz =— 5 [D12(A; — B1)p2 + Daz(Az — B2)pilcos(nyx)cos(nzy)e™*  (4.22)

4.2 Al,O3 - NiAl Kompozitine Ait Deneysel Veriler ve Bilesenleri Bagil Hareket

Etmeyen Karisim Ortam

Calismanin 6nceki kisimlarinda elde etmis oldugumuz analitik sonuglari deneysel
verilerle iliskilendirmek ve ortam davranigini gorsel hale getirebilmek amaciyla
Al,03-NiAl kompozitine ait Hsieh, Tuan ve Wu (2004) tarafindan saglanan deneysel
verilerden (Cizelge 4.1) ve (Cizelge 4.2) yararlanacagiz. Bu noktadan itibaren
karisim bilsenlerinin birbirine gore bagil harekete sahip olmadiklari, yani u® =

u® = w kosulunun gegerli oldugu kabul edilecektir

Bagintilarda yer alan As, A4 ve p3 bilinmeyen biinye katsayilarmin tespitinde u(® =

u® = w kosulu altinda bulunan (3.36)-(3.38) denklemlerinden ve (4.10)-(4.22)
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bagmtilarmin  u® =u® =w kosulu altinda verdigi analitik ¢oziimlerden

yararlanilacaktir.

Cizelge 4.1 : Al,03 ve NiAl malzemelerine ait 6zellikler.

Teorik yogunluk Elastisite Poisson Lam¢ katsayilari
(gricm?) Modiilii (GPa) Orani (GPa)
NiAl p; =5.95 186 0.31 M =1158 p;=70.99
Al,O3 p, =3.98 401 0.24 A2 =149.3 pp,=161.7

(Cizelge 4.2)’de a = 0.6 hacim oranindaki elastisite modiilii ve Poisson orani
verilerine o = 0.5 hacim oranindaki verilere ¢ok yakin olduklari igin yer

verilmemistir.

Cizelge 4.2 : Al;,O3-NiAl kompozitinde NiAl’in farkli hacim oranlar i¢in deneysel
sonuglar.

a (NiAl)  Elastisite Modiilii (GPa)  Poisson Oran1  Lamé Katsayilar1 (GPa)

0.3 301 0.238 A=1104 p=121.6
0.4 293 0.257 A=1233 p=116.5
0.5 252 0.272 A=1182 pn=99.06
0.7 235 0.282 A=118.6 pn=91.65

Siniizoidal yayili yiik problemi igin elde edilen (4.10)-(4.22) ¢o6ziimleri genel
anlamda, yani karisima ait bilesenlerin esit yer degistirme yaptiklari u® = u® = w
kisitlamas: konulmadan elde edilmisti. Geldigimiz bu noktadaki temel amacimiz,
bilesenleri bagil hareket etmeyen ortam kisitlamasi altinda buldugumuz (3.36)-(3.38)
denklemlerinde Al,O3-NiAl kompozitine ait deneysel verileri kullanarak bilinmeyen
bilinye katsayilarini tespit etmek ve bunlar vesilesiyle de karisim bilesenlerinin u® ve

u® yer degistirme vektorlerini elde etmektir.

Al;O3-NiAl kompozitine ait farkli o hacimsel karigim oranlarindaki u® ve u® yer
degistirme vektorleri birbirleri ile karsilastirllmadan once, ilk olarak, Al,Os-NiAl
kompozitini olusturan bilesenler arasindaki etkilesimleri temsil eden A3, Aq ve U3
blinye katsayilarinin bulunmasi gerekir. Bu amagla (3.36)-(3.38) denklemlerinde

(Cizelge 4.1) ve (Cizelge 4.2)’deki veriler kullanilarak ¢esitli o hacimsel karigim
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oranlart i¢in Al,O3-NiAl kompozitine ait Az, A4 ve p3 blinye katsayilart hesaplanmis

ve (Cizelge 4.3)’te topluca verilmistir.

Cizelge 4.3 : Farkli o hacim oranlari i¢in hesaplanmis A3, A4 ve uz (GPa) katsayilari.

o A3 A M3
0.3 —52.844 —101.81 —55.559
0.4 —39.661 —102.16 —58.069
0.5 —36.067 —110.85 —66.815
0.7 —31.311 —115.21 —70.516

(Cizelge 4.1), (Cizelge 4.2) ve (Cizelge 4.3)’te gosterilen biinye katsayilari ile
siniizoidal yayili yiikk probleminin (4.10)-(4.22) ¢oziimlerine gidildiginde farkli o
hacimsel karisim oranlari i¢in u®, u®, w yer degistirme, p difiizyon kuvveti ve o, «,
t gerilme tansorlerine ait bilesenler elde edilmistir. Elde edilen sonuglarin
degerlendirilmesi bir sonraki boliime birakilmakla birlikte bu noktada sdylenebilecek
en onemli husus, (4.10)-(4.22) ¢oziimleri esit yer degistirme kisitlamasi dikkate
alinmadan elde edildikleri halde (Cizelge 4.3)’teki veriler kullanildiginda yer
degistirme grafiklerinin anlamli bir fark olmaksizin esit ¢ikmasidir. Bu ise
bilinmeyen Kkatsayilarla iligkili (3.36)-(3.38) denklemlerinin dogrulugunu teyit

anlaminda 6nemli bir sonugtur.
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5. SONUC VE DEGERLENDIRMELER

Bu calismada, elastik kat1 karisimlarinin anlagilmasin1 kolaylastirmak amaciyla, ilk
olarak, tekil elastik ortama ait temel diisiinceler verilmis ve yer degistirme
problemini yoneten Navier denkleminin Galerkin vektorii ve onun 6zel bir hali olan
Love sekil degistirme fonksiyonu yardimiyla aldigi yeni form hesaplanmistir.
Ardindan, bu yeni denklem yardimiyla tekil elastik ortama ait gerilme ve yer
degistirmelerin nasil hesaplanacagi siniizoidal yayili yiikk problemi O6rnegi i¢in

gosterilmistir.

Daha sonra, iki elastik katidan olusan bir karigim ortami i¢in bilesenlere ait ejx Ve Qix
birim sekil degistirme tansorleri, cjx Ve mi gerilme tansorleri, pyx difiizyon kuvveti

vektorii, u® ve ul® yer degistirme vektorlerine ait bagimntilarin tanitildigr ve karisim

bilesenleri arasindaki etkilesimi yoneten A3, A4 ve ps3 terimleri ile bilesenlerin Lamé
elastik sabitleri olarak tanimlanan A1, pi, A2 ve po biinye katsayilarinin belirtildigi

(3.1)-(3.18) denklemleri gelistirilmistir.

Ardindan, karisim ortaminin bilinmeyen biinye katsayilar1 olan A3, A4 ve ps etkilesim
terimlerini ortamin bilinen katsayilarindan (A1, p1, Az, pp) yararlanarak tespit etmek
amaciyla bir inceleme gerceklestirilmistir. Bu amaca yonelik olarak karisim ortamina
ait bir numune i¢in basit ¢ekme, basit kayma ve hidrostatik basing deneylerinin
matematiksel ifadeleri kullanilmistir. Karisim bilesenlerinin  bagil hareket
etmedikleri, yani u® = u® oldugu kosulu altinda elde edilen bagntilar karisim
ortamina esdeger mekanik davranis sergileyen bir tekil ortamin denklemleriyle
iliskilendirilerek A1, w1, A2, U2, A3, A4, n3 katsayilar1 ve esdeger tekil ortama ait A, p
sabitleri arasinda (3.36)-(3.38) denklemlerinde belirtilen iliskiler elde edilmistir.

Bir sonraki asamada, (3.29), (3.33) ve (3.35) denklemlerinin gerektirdigi tizere,
karistm ortami igin de siniizoidal yayili yiik problemi ele alinmustir. Ilk etapta
problemin karisim ortamu icin verilen ¢oziimii en genel ¢oziim olup u® = u®
kisitlamasindan bagimsizdir. Bu agamada Dokuz (2005) tarafindan verilen ve ayni
yiikleme i¢in esdeger tekil bir elastik malzemenin yer degistirme vektoriiyle iliski

kuran
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pw = (g + p)u® + (y + pz)u@ (5.1)

tanimindan yararlanilmistir. Bu kapsamda, u® ve u® yer degistirme vektorlerini
ihtiva eden (3.13) ifadesinin iki Navier denkleminin toplamina benzemesi sebebiyle,
bu denkleme daha kolay ¢oziim gelistirebilmek amaciyla u® ve u®@ yer degistirme
vektorleri (3.39)-(3.40)’ta F; ve F, Galerkin vektorleri cinsinden ifade edilmistir.
(3.43) ve (3.44) ile verilen kabuller ise (3.42) denklemine ulasmamiza vesile

olmustur.

Eksenel simetrik gerilme uygulamalarinda F; ve F, Galerkin vektorlerinin yine bu
vektorlerin 6zel bir durumu olan Z,(x,y,z) ve Z,(x,y,z) Love sekil degistirme
fonksiyonlar1 cinsinden ifade edilebildigi bilgisinden yararlanarak (3.45) ve kiitle
kuvvetleri ihmal edildiginde Love sekil degistirme fonksiyonlarinin her birinin
biharmonik fonksiyon olacagi diisiincesiyle de (3.46) iliskisi temin edilmistir. Bu
durumun bir neticesi olarak; karisim ortamina ait yer degistirme, diflizyon kuvveti ve
gerilme bilesenleri (3.47)-(3.55) denklemleriyle Love sekil degistirme fonksiyonlari
cinsinden yeniden verilmistir. Yari-sonsuz bir karigima ait ylizeye dik olarak etkiyen
yiiklemeler i¢in gerekli sinir kosullari ise (3.57)’de listelenmistir. Bu sinir kosullarina
gore, karigim bilesenlerinin P(x,y) siir yiikiine hangi oranda maruz kaldiklarini
belirleyen faktor Rajagopal ve Tao (1995) tarafindan (3.56) ile verilen V; ve V,

hacim oranlar1 olmaktadir.

5.1 Siniizoidal Yayih Yiik Problemi

Karisim bilesenleri arasinda bagil yer degistirme olmadigi ve bu sebeple de
bilesenlere ait yer degistirme vektorlerinin birbirlerine esit alindigr durum igin
hesaplanan A3, A4 ve 3 biinye katsayilarma dair (3.36)-(3.38) denklemlerinin
dogrulugunu test etmek ve literatiire katki saglamak amaciyla, iki elastik kati
karisimi i¢in Ornek bir uygulama olarak siniizoidal yayili yiik problemi iizerinde
calisitimistir. Problem, daha once de belirtildigi tizere, u = u® = w kabuli
yapilmaksizin karigim bilesenlerinin birbirinden farkli yer degistirmeler yapabildigi
genel durum igin ¢ozilmistir. (3.36)-(3.38) bagintilar1 ise bilesenlerin esit yer
degistirmeleri diisiincesi altinda elde edilmisti. Bu denklemlerin Al,O3-NiAl
kompozitine ait degerler i¢in verdigi A3, A4 ve s katsayilari sinilizoidal yayili yiik
probleminin genel ¢oziimiinde kullamldiginda yer degistirmelerin u(® = u® olacak
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sekilde elde edildikleri gozlenmistir. Bu da hem bilinmeyen biinye katsayilarini
belirlememize yarayan (3.36)-(3.38) denklemlerinin hem de problem ¢6ziimiiniin

dogrulugunu onaylayan bir sonug olarak degerlendirilmektedir.

Bu kapsamda yayili yiik problemi i¢in ilk olarak, gerilme sinir kosullarina da uygun
olacak sekilde, yari-sonsuz (z = 0) bir karisim ortaminin yiizeyine dik olarak etki
eden P(x,y) kuvveti i¢in (4.1)’deki gibi siniizoidal bir yayili yiik kabulii yapilmustir.
Hesaplar sonucunda siniizoidal yayili yiik probleminin ¢oziimii olarak; (4.10)-
(4.12)°de u®’, uPve ul® yer degistirme vektrleri, (4.13)-(4.18) de birinci elastik
katiya ait Oyx + @3, Oy, Oxz, Oyy + 03, Oyz, Oz, + ay gerilme bilesenleri, (4.19)°da
ikinci elastik katiya ait Ty — 0, Ty, Tky Tyy — 0, Tyy, Ty — oy gerilme
bilesenleri ve (4.20)-(4.22)’te iki elastik kat1 arasindaki px, py, p; difiizyon kuvvetleri
icin nihai ifadeler elde edilmistir. Al,O3-NiAl kompozitine ait veriler siniizoidal
yayili yiik problemine dair (4.10)-(4.22) ile verilen bu bagintilarda kullanilarak ortam

davranis1 degerlendirilmektedir.

5.2 Al,O3 - NiAl Kompozitinin Verileri ve Siniizoidal Yayih Yiik Problemi

Sinilizoidal yayili yiik probleminin ¢6ziimiinii teskil eden (4.10)-(4.22) ifadeleri,
(Cizelge 4.1), (Cizelge 4.2) ve (Cizelge 4.3)’ten alinan biinye katsayis1 degerleri ve
biinye katsayilar1 arasindaki (3.36)-(3.38) iliskileri beraber diisiiniilerek kompozite

ait farkli o hacimsel karisim oranlari igin u®®, u®, w, yer degistirme, p, difiizyon

kuvveti ve o, m;, t; gerilme bilesenleri elde edilebilir.

ij?
A3, A4 ve p3 biinye katsayilarini tespit etmeye yarayan bagmtilar karigimi olusturan
bilesenler arasinda bagil yer degistirme olmamasi (u® = u®® = w) kabulii altinda
verilmisti. Buna karsilik, sinilizoidal yayili yiik problemi bodyle bir kabul
yapilmaksizin genel anlamda ¢6ziilerek u® ve u® yer degistirmeleri her bir bilesen
igin ayr1 ayri hesaplanmisti. Bu durum hem (3.36)-(3.38) denklemlerinin hem de
(4.10)-(4.22) ¢oziimlerinin dogrulugunu test etme konusunda bir firsat saglamaktadir.
Al,O3-NiAl kompozitine ait veriler kullanilarak, (3.36)-(3.38) bagntilar1 yardimiyla
hesaplanan bilinmeyen biinye katsayilarinin dikkate alinmasi sonucunda u® ve u®
yer degistirmelerinin, beklendigi iizere, anlamli bir fark olusmaksizin birbirine esit

ciktig1 gozlenmistir.
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Bu durumu gosterebilmek amaciyla, a = 0.4 hacimsel orani ve y =0 ,I=L=1

parametreleri i¢in karisim bilesenlerinin ve esdeger tekil elastik malzemenin z

dogrultusundaki ugl), ugz), w, yer degistirme bilesenleri hesaplanmis ve x ile

degisimleri (Sekil 5.1)’de verilmistir.
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Mg 0.0005
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-W;/R —0.0005_--" e
~0.0010} .
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X

Sekil 5.1 : Yer degistirmelerin diisey bilesenlerine ait degisimler.

Aradaki ¢ok kiictlik farkin, karisimlar teorisinin temel sorunu olan sinir kosullarinin
ideal bir formunun olmamasindan, yani bilesenlerin tasidiklar1 yiik oranlarinin,
burada kullanildig1 gibi, sadece hacim oranina bagli yazilamayacagindan ve verilerin

deneysel nitelikte olmasindan kaynaklandig: diistiniilmektedir.

Karisim bilesenlerine ait u® ve u® yer degistirme vektorlerinin incelenmesinin yani
sira, yine karigim bilesenleri arasindaki p difiizyon kuvveti vektoriiniin de a = 0.4 ,
y=0,1=L=1 degerlerine kars1 nasil yanit verdigi incelenmistir. Bu baglamda
(Sekil 5.2)’te farkli z degerleri icin difiizyon kuvveti vektorii p,’nin dagilimi

gosterilmistir.
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Sekil 5.2 : p,’nin x dogrultusundaki degisimi.

(Sekil 5.1) ve (Sekil 5.2)’de ortak olarak gozlemlenen durum ise z = o ’a giderken
yer degistirme ve difiizyon kuvveti alanlarinin sifira yakinsadigidir. Bu ise siniizoidal
yayili yiik problemi i¢in One siiriilen (4.1)’deki P(x,y) ifadesi ve ¢bziim igin
kullanilan Z, (x,y,z) ve Z,(x,y,z) Love sekil degistirme fonksiyonlarinin probleme

ait (3.57)’deki sinir kosullariyla birlikte saglamasi beklenen bir durumdur.

Karigim bilesenlerine ait oj; ve T gerilme tansorleri ile karigimin biitiinline ait
tij = 0jj + T;j olarak tammli t;; toplam gerilme tansorii de ayni sekilde incelenmistir.
Bu kapsamda, (Sekil 5.3)’te farkli z degerleri igin t; gerilme bileseninin x
dogrultusundaki degisimi, (Sekil 5.4)’te ise x = 0, y = 0 konumu i¢in 0,,, T, Ve t;

gerilmelerinin diisey z dogrultusundaki dagilimlar1 gosterilmistir.
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Sekil 5.3 : Karisima ait toplam gerilmenin normal bileseni.

(Sekil 5.3)’teki t; gerilme bileseninin tiim karisim ortami igin sergiledigi davranis

esdeger tekil elastik malzemeye ait gerilme degeri ile ayn1 6zellikleri gostermektedir.
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Sekil 5.4 : Tiim karisima ve karisim bilesenlerine ait gerilme degerlerinin x=0, y=0
konumu i¢in z dogrultusundaki degisimleri.
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(Sekil 5.4)’te karisim bilesenlerine ait 6,, Ve m,, gerilme tansorlerinin, karisimi
olusturan bilesenlerin birbirleri ile etkilesimleri nedeniyle, t;; gerilme degerinin
klasik davranigina gore farkliliklar gosterdigi gozlemlenmistir. Bununla birlikte
gerilme ifadelerinin tamaminda, yer degistirme ve difiizyon kuvveti vektorlerinde de

karsilasildig1 gibi, z — oo ’a giderken sifira yakinsama durumu gézlemlenmektedir.

Yukaridaki biiytikliiklerin diger dogrultulardaki degisimlerine de Ornek olarak
asagidaki (Sekil 5.5) (Sekil 5.6) (Sekil 5.7) grafikleri verilmektedir.
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Sekil 5.5 : Tiim karigima ve karisim bilesenlerine ait yer degistirme degerlerinin y=0

konumu ve 1=L=1 degerleri i¢in z dogrultusundaki degisimleri.
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Sekil 5.6 : px’nin z dogrultusundaki degisimi (y=0 ve I=L=1).
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Sekil 5.7 : Tiim karisima ve karisim bilesenlerine ait kayma gerilmesi degerlerinin

y=0 konumu ve I=L=1 degerleri i¢in z dogrultusundaki degisimleri.
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5.3 Hesaplamalarin Kontrolii Amach Alternatif Yaklasimlar

Hesaplarimizda, (3.11)’deki bagintilar yerine bunlarin toplamina karsilik gelen (3.13)
denklemini saglayan u® ve u® yer degistirme alanlar elde edilmeye caligilmisti. Bu
sebeple difiizyon kuvveti vektorii ara hesaplar igerisinde dogrudan yer almamusti.
Burada ise, sinilizoidal yayili ylik problemi i¢in yukaridaki diisinceyle bulmus
oldugumuz sonuglart (3.11) denklem grubunun farkindan olusan ve p difiizyon

kuvveti vektoriiniin kendini gosterdigi (5.2) denkleminde yerine koyacagiz.
(g = 1) V2u® + Oy = A4 + 1y = ) V(7 - u®) + (3 — pp)v2u®
+(A3 =2 + 3 —w)V(V-u®) = 2p (5.2)

Bu denklem yardimiyla hesaplanan p’ye ait bilesenler (4.20)-(4.22)’deki difiizyon
kuvveti bilesenleri ile form olarak benzerlik gostermekle birlikte katsayilari
acisindan tamamen farkli bir gériiniime sahiptir. p’ye ait bilesenleri gosteren yeni

ifadelere 6rnek olarak p,

p, = —y? {D12[(A1 — B — A4 + g — u3) — By — p3)]

+ D32[(Az — Bx)(A3 — Az + p3 — pp) — Ba(uz — Ivlz)]}

cos(n;x)cos(n,y)e"* (5.3)

seklinde bulunmaktadir. Bununla birlikte, difiizyon kuvvetlerine ait (4.20)-(4.22)
sonuglarinda ve (5.2)’den elde edilen bagintilarda Al,O3-NiAl kompozitinden alinan
veriler kullanildiginda, 0.3-0.4 hacimsel oran aralig1 i¢in her iki yontemle elde edilen
difiizyon kuvveti degerlerinin sayisal olarak birbirlerine ¢ok yakin c¢iktiklart
gozlenmektedir. a = 0.4, ] = L =1 ve y = 0 parametreleri i¢in her iki diisiinceyle

elde edilen diflizyon kuvveti vektorii bilesenleri asagida verilmektedir.

(4.20)-(4.22) denklemlerinden elde edilen diflizyon kuvveti bilesenleri:
p, = —0.8280Rsin(mx)e V2" | py =0,
p, = —1.1709Rcos(mx)e~V21z (5.4)
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(5.2) ’den elde edilen diflizyon kuvveti bilesenleri:
Px = —O.8359Rsin(nx)e‘ﬁm, py =0,

p, = —1.1821Rcos(mx)e V2" (5.5)

Buna gore, (3.13) denklemini saglayan u® ve u® yerdegistirme alanlar1 Glirgdze ve

Dokuz (1999) tarafindan verilen (5.6)-(5.7) denklem sistemini de basarili bir sekilde

saglamaktadir.
(1 + 1)V2u® + A + Ay +py + H3)V(V : u(l)) =0 (5.6)
(g + p)V2u@ + Ay + 25 + 1y + ux)V(V-u@) =0 (5.7)

Ayrica, karisim ortamina esdeger tekil elastik ortama ait gerilme ve yer degistirme
bilesenleri t;; = oj; + m;; Ve (5.1) bagintilar1 uyarinca hesaplanabilir. Bunlar ve tekil
elastik ortamda siniizoidal yayili yiik problemi i¢in Fung (1968) tarafindan verilen

¢Oziimlerin karsilagtirilmasi da ek bir kontrol imkani saglar.

0=0.4 hacim orani i¢in Al,O3-NiAl kompozitine ait veriler kullanildiginda, hem
karisima esdeger tekil malzeme diisiincesiyle yapilan hesaplarin hem de E =
293 Gpa,v = 0.257 (A = 123.3 Gpa, 1 = 116.5 Gpa) elastik 6zelliklerine sahip bir
elastik malzeme i¢in klasik elastisite teorisi tarafindan verilen ¢oziimlerin tamamen
ayni sonuglar1 isaret ettikleri gozlenmektedir. ilgili sonuglar |=L=1vey =0

parametreleri i¢in asagidaki verilmektedir.

tyx = tyy = R(0.757 — 2.22z) cos(mx) e VZnz (5.8)

tyy =ty =0, (5.9)

ty, = TRz sin(mx) e Venz, (5.10)

t,, = R(1+ 4.447)cos(tx)e V22 | (5.11)

w, = R(0.0003 — 0.0030z) sin(rx) e V2™ | wy =0, (5.12)
w, = —R(0.0014 + 0.0043z)cos(mx)e V2™ (5.13)

Bu sonuglar da hesaplarimizin kontrolii agisindan ek bir firsat saglamaktadir.
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